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Ââåäåíèå

Àíàëèç âðåìåííûõ ðÿäîâ ìåòîäàìè îïèñàíèÿ íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì ïðèîáðåòàåò âñ¼ áîëåå øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå. Ýòè ìåòîäû ñ óñïåõîì
ïðèìåíÿþòñÿ â ôèçèêå, áèîëîãèè, ïðè àíàëèçå ôèíàíñîâûõ ðûíêîâ è â äðóãèõ
îáëàñòÿõ çíàíèÿ.

Â òåðìèíàõ äàííîãî îïèñàíèÿ èññëåäóåìûå ïðîöåññû íàçûâàþòñÿ õàîòè÷å-
ñêèìè èëè, êàê åù¼ ãîâîðÿò, ñîäåðæàò â ñåáå äåòåðìèíèðîâàííûé õàîñ. Ñ òî÷-
êè çðåíèÿ ëèíåéíûõ ìåòîäîâ àíàëèçà ýòè ïðîöåññû � ñòîõàñòè÷åñêèå. Îäíàêî
íåëèíåéíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî, õîòü èõ è íåëüçÿ ïðè÷èñëèòü ê äåòåðìè-
íèðîâàííûì, àáñîëþòíî ñëó÷àéíûìè îíè òîæå íå ÿâëÿþòñÿ. Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, ïðåäñêàçàíèå ñèñòåìû ñ îïðåäåë¼ííîé òî÷íîñòüþ îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì,
íî ëèøü íà îãðàíè÷åííîå ÷èñëî øàãîâ. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ôîðìàëüíûå
õàðàêòåðèñòèêè õàîòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ïîêàçûâàþùèå, íàñêîëüêî îíè ñòîõà-
ñòè÷íû.

Èñõîäÿ èç öåëåé è çàäà÷, ñòîÿùèõ ïåðåä èññëåäîâàòåëÿìè, èçó÷åíèå âðåìåí-
íûõ ðÿäîâ ìîæíî óñëîâíî ðàçáèòü íà äâà �æàíðà�:

1. Èìååòñÿ ðÿä çíà÷åíèé, êîòîðûé ïîäâåðãàåòñÿ òùàòåëüíîìó èçó÷åíèþ, â
öåëÿõ ïðîãíîçèðîâàíèÿ åãî äàëüíåéøåãî ïîâåäåíèÿ. Â êà÷åñòâå õàðàêòåð-
íîãî ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè àíàëèç êîòèðîâîê âàëþò íà ôèíàíñîâûõ
ðûíêàõ. Ïðè ýòîì ðåàëüíûå ìåõàíèçìû, âëèÿþùèå íà äàííûé ïðîöåññ,
â ðàñ÷¼ò íå áåðóòñÿ è ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ íå òðåáóþò èíòåðïðåòàöèè.
Èññëåäîâàòåëÿ èíòåðåñóþò òîëüêî ïðîãíîçèðóåìûå çíà÷åíèÿ èçó÷àåìîãî
âðåìåíí�îãî ðÿäà.

2. Èçó÷àåòñÿ êàêîé-ëèáî ïðèðîäíûé îáúåêò èëè ÿâëåíèå. Âðåìåííîé ïðî-
öåññ, èññëåäóåìûé ïðè ïîìîùè íåëèíåéíîãî àíàëèçà, ïðåäñòàâëÿåò èç ñå-
áÿ íåêîòîðóþ èçìåíÿþùóþñÿ âî âðåìåíè õàðàêòåðèñòèêó äàííîãî îáúåê-
òà. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷åííûå ôîðìàëüíûå ïàðàìåòðû âðåìåííîãî ïðî-
öåññà ïîäëåæàò èíòåðïðåòàöèè â òåðìèíàõ îïèñàíèÿ èçó÷àåìîãî îáúåê-
òà. Ïðèìåðîì ìîæåò ïîñëóæèòü àíàëèç ýëåêòðîýíöåôàëîãðàììû (ÝÝÃ).
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Çäåñü èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò äàæå íå êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ íåëèíåéíûõ
õàðàêòåðèñòèê ÝÝÃ, à èõ èçìåíåíèÿ ïîä âëèÿíèåì âíåøíèõ èëè âíóòðåí-
íèõ ôàêòîðîâ [1]. Ñóùåñòâóåò ìíåíèå, ÷òî ñàìè ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ íåëè-
íåéíûõ õàðàêòåðèñòèê ÝÝÃ âîîáùå íå ïîäëåæàò èíòåðïðåòàöèè [2].

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ íåêîòîðûå ôîðìàëüíûå õàðàêòåðè-
ñòèêè õàîòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, áóäåò ñäåëàí êðàòêèé îáçîð íàèáîëåå ðàñïðî-
ñòðàí¼ííîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ íåëèíåéíîãî
àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ. Êðîìå òîãî, áóäåò âïåðâûå îïèñàíà ïðîöåäóðà âû-
÷èñëåíèÿ îäíîé èç íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèãíàëà ÝÝÃ � êîð-
ðåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòè âîññòàíîâëåííîãî àòòðàêòîðà � ïðè ïîìîùè ïàêåòà
ïðîãðàìì TISEAN â àâòîìàòè÷åñêîì ðåæèìå.

Âïåðâûå àíàëèç ÝÝÃ ýòèì ñïîñîáîì áûë ïðèìåí¼í 1986 ãîäó [3]. Îäíàêî
ñ òåõ ïîð òàê è íå áûëà îêîí÷àòåëüíî ðåøåíà ïðîáëåìà, ñâÿçàííàÿ ñ ïîëíîé
àâòîìàòèçàöèåé äàííîé ïðîöåäóðû. Íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ïàðàìåòðû,
íåîáõîäèìûå äëÿ ðàñ÷åòà ïðèõîäèòñÿ ïîäáèðàòü ýìïèðè÷åñêèì ïóò¼ì. Â ñàìîé
ïðîöåäóðå ðàñ÷¼òà òàêæå íà íåêîòîðûõ ýòàïàõ íåîáõîäèìî ó÷àñòèå îïåðàòîðà.
Çà ìíîãî ëåò áûë, êîíå÷íî, íàêîïëåí íåêîòîðûé îïûò è ðàçðàáîòàíû ìåòîäû,
â êàêîé-òî ñòåïåíè ïîçâîëÿþùèå ïðåîäîëåâàòü ýòè òðóäíîñòè. Íî ýòè ìåòîäû
íå âñåãäà èìåþò ñòðîãóþ äîêàçàòåëüíóþ áàçó è äàëåêî íå âñåãäà óñïåøíî ìî-
ãóò áûòü ïðèìåíåíû. Áîëüøàÿ ÷àñòü íàñòîÿùåé ðàáîòû ïîñâÿùåíà èçëîæåíèþ
îïûòà ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ àâòîìàòèçèðîâàòü ðàñ÷¼òû â ñëó÷àå
àíàëèçà ÝÝÃ ñ ó÷¼òîì ñïåöèôèêè äàííîãî âèäà ñèãíàëîâ.

1. Íåêîòîðûå ôîðìàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè õàîòè÷åñêèõ ïðî-
öåññîâ

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, õàîòè÷åñêèé ïðîöåññ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå÷òî ñðåäíåå
ìåæäó äåòåðìèíèðîâàííûì ïðîöåññîì è ñòîõàñòè÷åñêèì. Ôîðìàëüíûå õàðàê-
òåðèñòèêè õàîòè÷åñêîãî ïðîöåññà, êàê ïðàâèëî, îòðàæàþò, íàñêîëüêî îí áëèçîê
ê ïðîöåññó äåòåðìèíèðîâàííîìó èëè, íàîáîðîò, ê øóìó. Èíîãäà â ýòîì ñëó÷àå
ãîâîðÿò îá îöåíêå äåòåðìèíèçìà â ïðîöåññå.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îäíèõ õàðàêòåðèñòèê íåîáõîäèìî âîññòàíàâëèâàòü ôàçî-
âóþ äèíàìèêó ñèñòåìû (ïîäðîáíåå îá ýòîì ñì. íèæå), äëÿ äðóãèõ ýòîãî íå
òðåáóåòñÿ. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïîñëåäíèé ñëó÷àé.

IFS clumpiness test.
Äîñëîâíî ýòî íàçâàíèå ïåðåâîäèòñÿ ñ àíãëèéñêîãî êàê �òåñò íà ñãóñòêè â

ñèñòåìàõ èòåðèðîâàííûõ ôóíêöèé�. Ýòîò òåñò ïîçâîëÿåò îòëè÷àòü áåëûé øóì
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îò êîððåëèðîâàííûõ øóìîâ (ðîçîâûé, êîðè÷íåâûé) è õàîòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ
[4].

Ïðîöåäóðà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:

1. Èíòåðâàë, çàíèìàåìûé ìãíîâåííûìè çíà÷åíèÿìè ñèãíàëà, ðàçáèâàåòñÿ íà
4 êâàðòèëÿ.

2. Íà ïëîñêîñòè ÷åðòèòñÿ êâàäðàò è êàæäîìó åãî óãëó ñòàâèòñÿ â ñîîòâåò-
ñòâèå êâàðòèëü. Îáû÷íî ïåðâîìó êâàðòèëþ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ëåâûé
íèæíèé óãîë è äàëåå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

3. Â öåíòðå êâàäðàòà ñòàâèòñÿ èñõîäíàÿ òî÷êà è îò íå¼ îòêëàäûâàåòñÿ ïîëî-
âèíà ðàññòîÿíèÿ â íàïðàâëåíèè óãëà, ñîîòâåòñòâóþùåãî êâàðòèëþ, êîòî-
ðîìó ïðèíàäëåæèò ïåðâîå çíà÷åíèå èññëåäóåìîãî ñèãíàëà. Äàëåå îò ïî-
ëó÷åííîé òî÷êè îòêëàäûâàåòñÿ ïîëîâèíà ðàññòîÿíèÿ â íàïðàâëåíèè óãëà,
ñîîòâåòñòâóþùåãî êâàðòèëþ, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ñëåäóþùåå çíà÷åíèå
è ò. ä.

Â èòîãå èñõîäíûé ðÿä îòîáðàæàåòñÿ íà íåêîòîðîå ìíîæåñòâî òî÷åê âíóòðè çà-
äàííîãî êâàäðàòà. Õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷åê ïî êâàäðàòó, çàâèñèò îò èñ-
ñëåäóåìîãî ïðîöåññà.

Åñëè ìû èìååì äåëî ñ áåëûì øóìîì, òî÷êè çàïîëíÿþò êâàäðàò ðàâíîìåðíî
(ðèñ. 1à), äåòåðìèíèðîâàííûå ïðîöåññû ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ äèàãîíàëüíûõ
ñòðóêòóð (ðèñ. 1á); õàîòè÷åñêèå ïðîöåññû òàêæå ïðèâîäÿò ê íåðàâíîìåðíîìó
ðàñïðåäåëåíèþ òî÷åê (ðèñ. 1â).

Íåäîñòàòêîì ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ìîæíî ëåãêî ïåðåïóòàòü ðîçî-
âûé øóì ñ õàîòè÷åñêèì ïðîöåññîì (ðèñ. 1ã). Êðîìå òîãî, ýòîò ìåòîä íå äà¼ò
íèêàêèõ êîëè÷åñòâåííûõ îöåíîê. Ïîýòîìó åãî íåëüçÿ ïðèìåíÿòü â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà ïðîèñõîäèò èññëåäîâàíèå âûáîðêè îáúåêòîâ ñ ïîñëåäóþùåé ñòàòèñòè÷å-
ñêîé îáðàáîòêîé ðåçóëüòàòîâ.

à á
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Ðèñ.1. Iterated Function System (IFS) Clumpiness Test � òåñò íà �ñãóñòêè� â îòîáðàæåíèÿõ èòåðèðîâàííûõ

ôóíêöèé: à � áåëûé øóì; á � äåòåðìèíèðîâàííûé ñèãíàë (òðè ñèíóñîèäû, ðàçëè÷àþùèåñÿ ïî ÷àñòîòå è

àìïëèòóäå); â � õàîòè÷åñêèé ïðîöåññ Ikeda; ã � ðîçîâûé øóì.

Ê åãî äîñòîèíñòâàì ñëåäóåò îòíåñòè âîçìîæíîñòü îïåðàòèâíîé îöåíêè õàðàê-
òåðà èññëåäóåìîãî ïðîöåññà. Ïðè ýòîì îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ äîâîëüíî òî÷íîé,
òàê êàê ÷åëîâå÷åñêèé ãëàç î÷åíü ÷óâñòâèòåëåí ê èçìåíåíèÿì â ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ ñòðóêòóðàõ.

Lempel-Ziv complexity.
Åñòü åù¼ îäèí äîâîëüíî ïðîñòîé ñïîñîá îöåíêè ñòîõàñòè÷íîñòè ïðîöåñ-

ñà. Ñóòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèè ðàçìåðîâ àëôàâèòà, íåîáõîäèìîãî
äëÿ ïåðåäà÷è ñèãíàëà. Äëÿ ýòîãî ïðåäïðèíèìàþòñÿ ñëåäóþùèå øàãè. Ñíà÷àëà
èñõîäíûé âðåìåííîé ðÿä ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé è
åäèíèö � åäèíèöû ïîäñòàâëÿþòñÿ âìåñòî çíà÷åíèé ðÿäà, áîëüøèõ ìåäèàíû, à
íóëè � âìåñòî ìåíüøèõ. Çàòåì èñõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèâàåòñÿ íà
îòäåëüíûå ïàêåòû (ñëîâà) ìèíèìàëüíîé äëèíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íè îäèí
ïàêåò íå ïîâòîðÿëñÿ. Íàïðèìåð, åñëè ìû èìååì èñõîäíûé ðÿä âèäà

0 1 1 0 0 0 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1 1,

òî ïîñëå ðàçáèâêè îí ïðèîáðåò¼ò âèä

0 ∗ 1 ∗ 10 ∗ 00 ∗ 11 ∗ 101 ∗ 000 ∗ 1011

(ñèìâîë �*� îáîçíà÷àåò ðàçäåëåíèå ìåæäó ñëîâàìè). Èíà÷å ãîâîðÿ, èçáåãàÿ ïî-
âòîðåíèÿ ñëîâ, ìû óâåëè÷èâàåì èõ äëèíó. Åñëè ñèãíàë ïî ñâîèì ñâîéñòâàì
áëèçîê ê äåòåðìèíèðîâàííîìó, òî áóäåò íàáëþäàòüñÿ òåíäåíöèÿ ê ïîâòîðåíèþ
îäíèõ è òåõ æå ñëîâ, ÷òî ïðèâåä¼ò ê áûñòðîìó ðîñòó èõ äëèíû. Â ðåçóëüòàòå
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êîëè÷åñòâî ñëîâ, çàäåéñòâîâàííûõ äëÿ ïåðåäà÷è èñõîäíîãî ðÿäà, áóäåò ìåíü-
øå, ÷åì â ñëó÷àå ñî ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì. Ââåä¼ì âåëè÷èíó CLZ , êîòîðóþ
ìîæíî ñ÷èòàòü ìåðîé ñòîõàñòè÷íîñòè ïðîöåññà [5].

Ïóñòü N � äëèíà èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à Nw � êîëè÷åñòâî èñ-
ïîëüçîâàííûõ ñëîâ. Òîãäà

CLZ = lim
N→∞

sup
L (N)

N
, L (N) ∼ Nw (N) (log Nw (N) + 1)

Ïðè ðîñòå ñòîõàñòè÷íîñòè ïðîöåññà íîâûå ñëîâà ïîÿâëÿþòñÿ ÷àùå, è CLZ

ðàñò¼ò. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ ñèíóñîèäàëüíîãî ñèãíàëà ðàññ÷èòàííîå çíà÷åíèå
CLZ=0,044, à äëÿ áåëîãî øóìà CLZ=1,047 (äëèíà èñõîäíîãî ðÿäà â îáîèõ ñëó-
÷àÿõ ñîñòàâëÿëà 2000 òî÷åê).

Ðåêîíñòðóêöèÿ äèíàìèêè ñèñòåìû.
Ïðåæäå, ÷åì ïðîäîëæèòü îïèñàíèå ôîðìàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê õàîòè÷åñêèõ

ïðîöåññîâ, íàì íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü òàêèå ïîíÿòèÿ òåîðèè ñëîæíûõ ñè-
ñòåì, êàê ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî è àòòðàêòîð.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, õàîòè÷åñêèé ïðîöåññ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äèíà-
ìèêó ÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ êàêîé ëèáî ïåðåìåííîé, õàðàêòåðèçóþùåé èññëåäó-
åìóþ ñèñòåìó. Îäíàêî, êàê ïðàâèëî, äëÿ èñ÷åðïûâàþùåãî îïèñàíèÿ ñîñòîÿíèÿ
ñèñòåìû òðåáóåòñÿ íå îäíà, à íåñêîëüêî ïåðåìåííûõ. Ýòè ïåðåìåííûå ìîæíî
îáúåäèíèòü â òàê íàçûâàåìûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûé â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ:

q = (q1, q2...qn) .

Ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ äàííûé âåêòîð, íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì
ïðîñòðàíñòâîì. Äèíàìèêà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ýòèì âåêòîðîì êàê
ôóíêöèåé âðåìåíè t: q = q(t) [6].

Ìíîæåñòâî òî÷åê, ÿâëÿþùååñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû,
ïðèíÿòî íàçûâàòü å¼ ôàçîâîé òðàåêòîðèåé (èíîãäà åù¼ ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ
íàçûâàþò ôàçîâûì ïîðòðåòîì ñèñòåìû). Åñëè ïîâåäåíèå ñèñòåìû ñòîõàñòè÷-
íî, òî ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ðàâíîìåðíî çàïîëíÿåò íåêîòîðûé îáú¼ì ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà; åñëè æå ýòî äåòåðìèíèðîâàííûé ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ (ïåðè-
îäè÷åñêèé ïîòîìó, ÷òî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îäèí èç ïàðàìåòðîâ äîëæåí áûë
áû áåñêîíå÷íî âîçðàñòàòü, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò çäðàâîìó ñìûñëó), òî òðàåêòîðèÿ
çàïîëíèò ïîâåðõíîñòü êàêîé-ëèáî ñèììåòðè÷íîé ôèãóðû, íàïðèìåð � òîðà
[7].

Ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåì ñ õàîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì òàêæå çàïîëíÿþò íåêî-
òîðóþ îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, íî ïðè ýòîì îíè îáëàäà-
þò ñëåäóþùèìè îñîáåííîñòÿìè:
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Âî-ïåðâûõ, íåçàâèñèìî îò òîãî, êàêèìè áûëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ñèñòå-
ìà, ýâîëþöèîíèðóÿ, ïðèõîäèò â îïðåäåë¼ííóþ îáëàñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
� òó, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ å¼ ôàçîâûé ïîðòðåò. Â ñâÿçè ñ ýòîé îñîáåííîñòüþ
ôàçîâûé ïîðòðåò íàçûâàþò àòòðàêòîðîì ñèñòåìû (îò àíãë. to attract � ïðèòÿ-
ãèâàòü). Òî åñòü ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âñå òðàåêòîðèè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ñòÿãè-
âàþòñÿ ê å¼ àòòðàêòîðó. Äàëåå ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ èìåííî ýòèì òåðìèíîì.
Äîáàâèì òàêæå, ÷òî èçó÷åíèå íåëèíåéíîé ñèñòåìû âî ìíîãîì ñâÿçàíî ñ èçó÷å-
íèåì å¼ àòòðàêòîðà.

Âî-âòîðûõ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî àòòðàêòîð ñèñòåìû çàíèìàåò íåêîòîðûé çà-
ìêíóòûé îáúåì ïðîñòðàíñòâà, òðàåêòîðèè, ïî êîòîðûì ýâîëþöèîíèðóåò ñèñòå-
ìà, íèêîãäà íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïðè ýòîì äâå îòñòîÿùèå íåäàëåêî äðóã îò äðóãà
òðàåêòîðèè ìîãóò â ïðîöåññå ýâîëþöèè ðàçîéòèñü íà áîëüøîå ðàññòîÿíèå (â
ïðåäåëàõ àòòðàêòîðà). Èíûìè ñëîâàìè, õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå â ïðåäåëàõ àò-
òðàêòîðà î÷åíü ÷óâñòâèòåëüíî ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.

Â ñèëó òîãî, ÷òî òðàåêòîðèè, ïî êîòîðûì ýâîëþöèîíèðóåò õàîòè÷åñêàÿ ñè-
ñòåìà, íàõîäÿòñÿ â çàìêíóòîì ïðîñòðàíñòâå, íî íèêîãäà íå ïåðåñåêàþòñÿ, ðàç-
ìåðíîñòü å¼ àòòðàêòîðà âñåãäà ìåíüøå, ÷åì ðàçìåðíîñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàí-
ñòâà [7]. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî òàêèå àòòðàêòîðû èìåþò ðàçìåðíîñòü,
ïðîìåæóòî÷íóþ ìåæäó öåëî÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè ðàçìåðíîñòåé îáû÷íûõ
òîïîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Îáúåêòû, îáëàäàþùèå íåöåëî÷èñëåííîé ðàç-
ìåðíîñòüþ, íàçûâàþòñÿ ôðàêòàëàìè [8].

Ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåì, ýâîëþöèÿ êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåòåðìè-
íèðîâàííûé ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ, òàêæå íàçûâàþòñÿ àòòðàêòîðàìè, íî èõ
ðàçìåðíîñòü öåëî÷èñëåííà. Àòòðàêòîðû æå ñèñòåì, äåìîíñòðèðóþùèõ õàîòè-
÷åñêîå ïîâåäåíèå, íàçûâàþòñÿ ñòðàííûìè àòòðàêòîðàìè (ðèñ. 2). Ñòðîãîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî âñå ñòðàííûå àòòðàêòîðû ôðàêòàëü-
íû, íå ñóùåñòâóåò, îäíàêî îáðàòíûõ ïðèìåðîâ åù¼ íå íàéäåíî.

a á
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Ðèñ. 2. Àòòðàêòîðû õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì: à) Èêåäà (Ikeda); á) Ëîðåíöà (Lorentz); â) Õåíîíà (Henon).

Åñëè ìû ìîäåëèðóåì ñèñòåìó ïðè ïîìîùè íàáîðà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, òî ðàçìåðíîñòü àòòðàêòîðà ýòîé ñèñòåìû íå áóäåò ïðåâûøàòü êîëè÷å-
ñòâî ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèÿõ. Èíûìè ñëîâàìè, ðàçìåðíîñòü ôàçîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ àòòðàêòîð, ðàâíà ìèíèìàëüíîìó êîëè÷åñòâó
ïåðåìåííûõ, êîòîðûìè ìîæíî îïèñàòü èññëåäóåìóþ ñèñòåìó. Îòñþäà ìîæíî
ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ÷åì áîëüøå ðàçìåðíîñòü àòòðàêòîðà ñèñòåìû, òåì áîëåå
ñëîæíûì è, ñîîòâåòñòâåííî, ìåíåå ïðåäñêàçóåìûì ÿâëÿåòñÿ å¼ ïîâåäåíèå. Òà-
êèì îáðàçîì, ðàçìåðíîñòü àòòðàêòîðà ÿâëÿåòñÿ ìåðîé ñòîõàñòè÷íîñòè äèíàìè-
êè ñèñòåìû.

Ïðîöåññû, ñ êîòîðûìè ìû èìååì äåëî íà ïðàêòèêå, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
âðåìåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé êàêîé-ëèáî îäíîé âåëè÷èíû.1 Îäíà-
êî âðåìåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî îäíîé åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé ìîæåò
äàòü ãîðàçäî áîëüøå èíôîðìàöèè îáî âñåé ñèñòåìå, ÷åì ýòî ìîæåò ïîêàçàòüñÿ
ñ ïåðâîãî âçãëÿäà. Îäíèì èç âàæíåéøèõ äîñòèæåíèé òåîðèè ñëîæíûõ ñèñòåì
ñòàëà òåîðåìà Òàêåíñà, ïîëüçóÿñü êîòîðîé ìîæíî ïî ýâîëþöèè îäíîé ïåðå-
ìåííîé ìîæíî ñîñòàâèòü ïðåäñòàâëåíèå î äèíàìèêå âñåé ñèñòåìû, ïîñòðîèâ
àòòðàêòîð, ïî ìåòðè÷åñêèì ñâîéñòâàì àíàëîãè÷íûé èñõîäíîìó [12]. Ñóòü ýòîé
ðåêîíñòðóêöèè ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó.

1Âîîáùå-òî ãîâîðÿ, â ïðèðîäå âñå ïðîöåññû íåïðåðûâíû. Íî äåëî â òîì, ÷òî ïðè êîìïüþòåðíîé îáðàáîòêå
íåïðåðûâíûé ïðîöåññ îêàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàííûì â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìãíîâåííûõ çíà÷åíèé ñèãíàëà. Â ðå-
çóëüòàòå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìû èìååì äåëî óæå ñ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷èñåë. Ýòó ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ìû è ðàññìàòðèâàåì êàê âðåìåííîé ðÿä. Áîëåå ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ ïî ýòîé òåìå ìîæíî ïî÷åðïíóòü
èç ëèòåðàòóðû ïî öèôðîâîé îáðàáîòêå ñèãíàëîâ (ñì., íàïðèìåð [9], [10], [11]). Çäåñü æå çàìåòèì òîëüêî, ÷òî åñëè
çàìåðû ìãíîâåííûõ çíà÷åíèé ñèãíàëà ïðîèçâîäÿòñÿ äîñòàòî÷íî ÷àñòî, òî äèñêðåòíóþ òðàåêòîðèþ, ïîëó÷åííóþ
â ðåçóëüòàòå àíàëîãî-öèôðîâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìîæíî îäíîçíà÷íî ïðåîáðàçîâàòü îáðàòíî â íåïðåðûâíóþ. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå áûëî âîçìîæíî, ÷àñòîòà çàìåðîâ ìãíîâåííûõ çíà÷åíèé ñèãíàëà (òàê íàçû-
âàåìàÿ ÷àñòîòà äèñêðåòèçàöèè) äîëæíà áûòü, ïî êðàéíåé ìåðå, â 2 ðàçà âûøå âåðõíåé ãðàíèöû åãî ÷àñòîòíîãî
äèàïàçîíà � ñîãëàñíî òåîðåìå Êîòåëüíèêîâà.

7
Актуальные проблемы современной математики: учёные записки. Т. 13 (вып. 2).
п/ред. проф. Калашникова Е.В., изд. ЛГУ им. А.С. Пушкина, С.-Пб., 2004 г., 153 стр., стр. 112 – 140.



Ïóñòü èìååòñÿ èñõîäíûé ïðîöåññ X0 (t) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðåííûõ
ìãíîâåííûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé x. Îòîáðàçèì äàííûé ïðîöåññ íà ïëîñêîñòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàæäîìó èñõîäíîìó çíà÷åíèþ ïðîöåññà x(ti) áóäåò ñîîò-
âåòñòâîâàòü òî÷êà íà ïëîñêîñòè, îäíà êîîðäèíàòà êîòîðîé áóäåò ðàâíà x(ti), à
äðóãàÿ � x(ti +τ), ãäå τ � íåêîòîðàÿ ïðîèçâîëüíî âûáðàííàÿ âåëè÷èíà � òàê
íàçûâàåìûé ëàã. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñ-
êîñòè. Ïîñëå ýòîãî îòîáðàçèì èñõîäíûé ïðîöåññ â òð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Â
ýòîì ñëó÷àå êîîðäèíàòû ïî îäíîé îñè áóäóò ðàâíû x(ti), ïî äðóãîé � x(ti + τ),
è ïî òðåòüåé � x(ti + 2τ). Èòàê, ïðè îòîáðàæåíèè èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè â n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî êàæäàÿ òî÷êà x(ti) áóäåò îòîáðàæàòüñÿ íà òî÷êó
ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ñ êîîðäèíàòàìè {x(ti), x(ti + τ), ..., x(ti + (n− 1) · τ)}. Òàê
âîò, ñîãëàñíî òåîðåìå Òàêåíñà, ìîæíî ïîäîáðàòü òàêèå n è τ , ÷òî ïîëó÷åí-
íîå â ðåçóëüòàòå îïèñàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìíîæåñòâî òî÷åê áóäåò ïî ñâîèì
ìåòðè÷åñêèì ñâîéñòâàì âîñïðîèçâîäèòü àòòðàêòîð èññëåäóåìîé ñèñòåìû (äëÿ
áåñêîíå÷íîãî ðÿäà τ ìîæåò áûòü ëþáûì).

Ïðîñòðàíñòâî, çàäàâàåìîå íàìè äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ èñõîäíîãî àòòðàêòîðà,
íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì âëîæåíèÿ èëè ëàãîâûì ïðîñòðàíñòâîì; ìíîæå-
ñòâî òî÷åê, ìîäåëèðóþùåå èñõîäíûé àòòðàêòîð � âîññòàíîâëåííûì àòòðàê-
òîðîì.

Êîððåëÿöèîííàÿ ðàçìåðíîñòü âîññòàíîâëåííîãî àòòðàêòîðà.
Ðàçìåðíîñòü âîññòàíîâëåííîãî àòòðàêòîðà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìåðó

ñòîõàñòè÷íîñòè ïðîöåññà � ÷åì îíà ìåíüøå, òåì ñèëüíåå ýòîò ïðîöåññ äåòåð-
ìèíèðîâàí.

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê îöåíêå ýòîé ðàçìåðíîñòè. Èõ êðàòêèé
îáçîð ìîæíî íàéòè â [1]. Âåëè÷èíà, âû÷èñëÿåìàÿ ñïîñîáîì, ïîëüçóþùèìñÿ
íàèáîëüøåé ïîïóëÿðíîñòüþ, íàçûâàåòñÿ êîððåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòüþ (îáî-
çíà÷åíèå � D2) [13]. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì ïðîáëåìû,
ñâÿçàííûå ñ ïðîöåäóðîé å¼ âû÷èñëåíèÿ, è âîçìîæíûå ïóòè èõ ïðåîäîëåíèÿ.

Ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà.
Ñëåäóþùåé õàðàêòåðèñòèêîé õàîòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòåëü

Ëÿïóíîâà (λ). Ìû óæå ãîâîðèëè, ÷òî â ïðåäåëàõ àòòðàêòîðà íåáîëüøèå èç-
ìåíåíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ìîãóò ïðèâîäèòü ê ñèëüíûì èçìåíåíèÿì â ýâî-
ëþöèè ñèñòåìû. Ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ìîæåò ÿâëÿåòñÿ ìåðîé òîãî, íàñêîëüêî
ñèëüíû ìîãóò áûòü ýòè èçìåíåíèÿ. ×åì ÷óâñòâèòåëüíåå ñèñòåìà ê íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì, òåì îí áîëüøå. Ïîñêîëüêó â n-ìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå åñòü
n íåçàâèñèìûõ íàïðàâëåíèé, ñèñòåìó õàðàêòåðèçóþò n ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà.
Âû÷èñëÿåòñÿ îáû÷íî íàèáîëüøèé èç íèõ [14, 15]. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì âû-
÷èñëåíèÿ ýòîé âåëè÷èíû, íå òðåáóþùèé âîññòàíîâëåíèÿ àòòðàêòîðà, ÷òî çíà-
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÷èòåëüíî óñêîðÿåò âû÷èñëåíèÿ [14].
Ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûì, òàê è îòðèöàòåëü-

íûì. Âñå ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà äåòåðìèíèðîâàííîãî ïðîöåññà îòðèöàòåëüíû
èëè ðàâíû íóëþ; ó õàîòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ õîòÿ áû îäèí ïîëîæèòåëåí.

2. Îáçîð ñïåöèàëüíîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ (ÏÎ)

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò äîâîëüíî øèðîêèé âûáîð ÏÎ, ïðåäíàçíà÷åííî-
ãî äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåëèíåéíûõ õàðàêòåðèñòèê âðåìåííûõ ðÿäîâ. Ñóùåñòâóþ-
ùèå ïðîãðàììû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ êàê íà êîììåð÷åñêîé îñíîâå, òàê è áåñïëàò-
íî � freeware. Áåñïëàòíî ðàñïðîñòðàíÿåìûå ïðîãðàììû ñ òî÷êè çðåíèÿ ôóíê-
öèîíàëüíûõ âîçìîæíîñòåé ïðàêòè÷åñêè íå óñòóïàþò êîììåð÷åñêèì, íî, êàê
ïðàâèëî, ó íèõ îòñóòñòâóåò ãðàôè÷åñêèé ïîëüçîâàòåëüñêèé èíòåðôåéñ (Graphic
Users Interface � GUI), ÷òî, âïðî÷åì, êàê ïðàâèëî íå ÿâëÿåòñÿ ïîìåõîé â èõ èñ-
ïîëüçîâàíèè.

Èç êîììåð÷åñêèõ ñëåäóåò îòìåòèòü ïðîãðàììû CDA è Dataplorer.
Ïðîãðàììà CDA (àâòîð � J.C. Sprott, c©1995) ìîæåò ðàáîòàòü íà ïëàòôîðìå

MS-DOS è Windows. Ó íå¼ î÷åíü ïðîñòîé ïîëüçîâàòåëüñêèé èíòåðôåéñ è ñ å¼
ïîìîùüþ ìîæíî ðåàëèçîâûâàòü ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ íåëèíåéíîãî
àíàëèçà âðåìåííûõ ïðîöåññîâ. Íàáîð ñðåäñòâ àíàëèçà ó ýòîé ïðîãðàììû îäèí
èç ñàìûõ øèðîêèõ. Êðîìå òîãî, â íåé ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü àíàëèçà
èñõîäíûõ äàííûõ íåêîòîðûìè ëèíåéíûìè ìåòîäàìè: àïïðîêñèìàöèÿ ïîëèíî-
ìîì (äî 4-é ñòåïåíè), ñïåêòðàëüíûé àíàëèç è ïîñòðîåíèå àâòîêîððåëÿöèîííîé
ôóíêöèè, à òàêæå ïðåäâàðèòåëüíàÿ îáðàáîòêà � ñãëàæèâàíèå, äèôôåðåíöèðî-
âàíèå, èíòåãðèðîâàíèå, ñíÿòèå òðåíäà. Ê íåäîñòàòêàì ïðîãðàììû ñëåäóåò îò-
íåñòè ñëåäóþùèå å¼ îñîáåííîñòè: âî-ïåðâûõ, ïàðàìåòðû àíàëèçà èçìåíÿþòñÿ
â íåáîëüøèõ ïðåäåëàõ è ñ áîëüøèì øàãîì; âî-âòîðûõ, äàëåêî íå âñå ðåçóëüòà-
òû àíàëèçà ìîæíî ñîõðàíÿòü íà æåñòêèé äèñê â âèäå ôàéëà.

Äðóãàÿ êîììåð÷åñêàÿ ïðîãðàììà � Dataplore ( c©Datan GMBH). Ýòî äîâîëü-
íî äîðîãîé ïðîãðàììíûé ïðîäóêò, ðàáîòàåò íà ïëàòôîðìå Windows. Ó ïðî-
ãðàììû èìååòñÿ óäîáíûé ãðàôè÷åñêèé èíòåðôåéñ, ïîçâîëÿþùèé ðåäàêòèðî-
âàòü äàííûå (íàïðèìåð, óäàëÿòü àðòåôàêòû) íåïîñðåäñòâåííî íà ãðàôèêå (òàê
íàçûâàåìûé on-graph editing). Ñ ôóíêöèîíàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ïðîãðàììà ïðå-
äîñòàâëÿåò øèðîêèé íàáîð ñðåäñòâ îáðàáîòêè âðåìåíí �ûõ ðÿäîâ; ïðè ýòîì ñðåä-
ñòâà ëèíåéíîé îáðàáîòêè ïðåäñòàâëåíû çíà÷èòåëüíî øèðå, ÷åì íåëèíåéíîé.
Êðîìå òîãî, âîçìîæíî íàïèñàíèå ìàêðîêîìàíä, à òàêæå óïðàâëåíèå ðàáîòîé
ïðîãðàììû èç êîìàíäíîé ñòðîêè.
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Èç íåêîììåð÷åñêîãî ÏÎ ñëåäóåò îòìåòèòü ïàêåòû ïðîãðàìì RQA è TISEAN.
Îáà ýòèõ ïàêåòà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîñòî íàáîðû îòäåëüíûõ �èñïîëíÿå-
ìûõ� ôàéëîâ-ïðîãðàìì (executables), ðàáîòàþùèõ áåç ãðàôè÷åñêîãî èíòåðôåé-
ñà, óïðàâëåíèå êîòîðûìè îñóùåñòâëÿåòñÿ èç êîìàíäíîé ñòðîêè.

Ïðîãðàììà RQA (àâòîð � C.J. Webber Jr.) â îñíîâíîì ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ
âû÷èñëåíèÿ D2 [16, 17]. Êðîìå òîãî, îíà ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ðàçíîâèäíîñòè
êîððåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòè � point D2 è point wise D2 [1, 18] (ýòî íå çà-
äîêóìåíòèðîâàíî, íî, â ïðèíöèïå, âñå íåîáõîäèìûå ïðîöåäóðû â ýòîì ïàêåòå
ìîæíî íàéòè; âû÷èñëåíèå ýòèõ âåëè÷èí â àâòîìàòè÷åñêîì ðåæèìå ñ ïîìîùüþ
ýòîãî ïàêåòà íåâîçìîæíî).

Îñîáåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïàêåò TISEAN (àâòîðû � R. Hegger, H.
Kantz è T. Schreiber) [19]. Â ýòîò ïàêåò âõîäÿò ïðîãðàììû äëÿ ïðåäâàðèòåëü-
íîé îáðàáîòêè äàííûõ, ïðîãðàììû ëèíåéíîãî àíàëèçà ñèãíàëîâ, ïðîãðàììû
íåëèíåéíîãî àíàëèçà è íåêîòîðûå äðóãèå. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, îäíèì èç íàè-
áîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ õàîòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ÿâëÿ-
åòñÿ âû÷èñëåíèå êîððåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòè âîññòàíîâëåííîãî àòòðàêòîðà.
Ïðîãðàììû, âõîäÿùèå â ñîñòàâ ïàêåòà TISEAN ïîçâîëÿþò ýòî ñäåëàòü íàè-
áîëåå êîððåêòíî è ñ íàèìåíüøèìè çàòðàòàìè âðåìåíè. Äàëåå áóäåò ïîäðîáíî
îïèñàíà ýòà ïðîöåäóðà.

3. Âû÷èñëåíèå êîððåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòè âîññòàíîâëåí-
íîãî àòòðàêòîðà

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì íåêèé èäåàëüíûé ñëó÷àé, êîãäà èññëåäóåìàÿ âðåìåííàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áåñêîíå÷íà è äåéñòâèòåëüíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâåäå-
íèå, êîòîðîå ïîëíîñòüþ è èñ÷åðïûâàþùå ìîæíî ñìîäåëèðîâàòü ïðè ïîìîùè
ñèñòåìû èç êîíå÷íîãî ÷èñëà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Âû÷èñëåíèå D2 îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì ïðèíöèïå. Âîçüì¼ì íåêîòîðóþ
òî÷êó xi, ïðèíàäëåæàùóþ àòòðàêòîðó, âîññòàíîâëåííîìó â ëàãîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå, è ñîñ÷èòàåì, ñêîëüêî òî÷åê ýòîãî àòòðàêòîðà îòñòîÿò îò íå¼ íà ðàññòîÿíèå,
íå ïðåâûøàþùåå íåêîòîðóþ âåëè÷èíó ε. Ïîâòîðèì ýòó ïðîöåäóðó äëÿ ñëåäó-
þùåé òî÷êè è ò. ä. Â ðåçóëüòàòå ìû ñìîæåì âû÷èñëèòü íåêîòîðóþ âåëè÷èíó:

C(ε) =
1

N 2

N∑

i, j = 1
i 6= j

Θ(ε− |xi − xj|),

ãäå Θ(x) - ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà: Θ(x) =

{
0 x < 0
1 x > 0

. Ýòà çàâèñèìîñòü íàçû-
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âàåòñÿ èíòåãðàëüíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé àòòðàêòîðà. Î÷åâèäíî, ÷òî
C(ε) ðàñò¼ò ñ óâåëè÷åíèåì ε. Ïðè ýòîì åñëè âîññòàíîâëåííûé àòòðàêòîð îä-
íîìåðåí, òî C(ε) ∼ ε, åñëè îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâåðõíîñòü, òî C(ε) ∼ ε2;
â îáùåì æå ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü:

C(ε) ∼ εD,

ãäå D � ðàçìåðíîñòü âîññòàíîâëåííîãî àòòðàêòîðà. Çäåñü íåîáõîäèìî ñäåëàòü
îãîâîðêó, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè ñðàâíèòåëüíî ìàëûõ ε.
Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

log C(ε) = D log ε èëè D =
log C(ε)

log ε
.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåðíîñòü âîññòàíîâëåííîãî àòòðàêòîðà ìîæíî îïðåäå-
ëèòü êàê íàêëîí ëèíåéíîãî ó÷àñòêà ãðàôèêà çàâèñèìîñòè log C(ε) îò log ε (ñì.
ðèñ. 3). Äëÿ òîãî ÷òîáû âåðíî îïðåäåëèòü D2 òàêèì ñïîñîáîì, íåîáõîäèìî
ïðàâèëüíî ïîäîáðàòü âåëè÷èíó ëàãà τ è ðàçìåðíîñòü ëàãîâîãî ïðîñòðàíñòâà
n. Êàê ïðàâèëî, â ëèòåðàòóðå ðàçìåðíîñòü ëàãîâîãî ïðîñòðàíñòâà îáîçíà÷àåò-
ñÿ ñèìâîëîì Demb (embedding dimension); â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû òîæå áóäåì
èñïîëüçîâàòü ýòî îáîçíà÷åíèå.

Ðèñ. 3. Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ àòòðàêòîðà Ëîðåíöà, âû÷èñëåííàÿ äëÿ äåñÿòè çíà÷åíèé ðàçìåðíîñòè ëàãîâîãî

ïðîñòðàíñòâà - îò 1 äî 10.

Äëÿ ðÿäà áåñêîíå÷íîé äëèíû âåëè÷èíà ëàãà íå èìååò çíà÷åíèÿ. Ðàçìåðíîñòü
ëàãîâîãî ïðîñòðàíñòâà Demb ìîæíî ïîäîáðàòü èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæå-
íèé. Âîññòàíîâëåíèå àòòðàêòîðà îïèñàííûì ñïîñîáîì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê åãî ïðîåöèðîâàíèå â ëàãîâîå ïðîñòðàíñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè Demb äî-
ñòàòî÷íî âåëèêî, òî D2 áóäåò ìåíüøå Demb. Åñëè ïðè ýòîì ïðîäîëæàòü óâåëè-
÷èâàòü Demb, òî D2 ìåíÿòüñÿ íå áóäåò (ñì. ðèñ. 4). À âîò åñëè çàäàòüñÿ âåëè-
÷èíîé Demb ìåíüøåé, ÷åì ðàçìåðíîñòü èñõîäíîãî àòòðàêòîðà, òî ðàçìåðíîñòü
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âîññòàíîâëåííîãî àòòðàêòîðà áóäåò ðàâíà âåëè÷èíå Demb. Òàêèì îáðàçîì, ìû
ìîæåì ïîäîáðàòü Demb, âîññòàíàâëèâàÿ àòòðàêòîð â ëàãîâîì ïðîñòðàíñòâå âñ¼
áîëüøåé ðàçìåðíîñòè. Åñëè èññëåäóåìûé ïðîöåññ äåéñòâèòåëüíî õàîòè÷åñêèé,
òî ãðàôèê çàâèñèìîñòè D2 îò Demb áóäåò ñíà÷àëà âîçðàñòàòü, à ïîòîì âîéä¼ò â
íàñûùåíèå. Åñëè èññëåäóåìûé ïðîöåññ � ñòîõàñòè÷åñêèé, òî íàñûùåíèÿ íå
íàñòóïèò (ðèñ. 4).

Ðèñ. 4. Çíà÷åíèÿ êîððåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòè àòòðàêòîðîâ, âû÷èñëåííûå ïðè ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòÿõ ëàãîâîãî

ïðîñòðàíñòâà.

4. Âû÷èñëåíèå êîððåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòè âîññòàíîâëåí-
íîãî àòòðàêòîðà ïðè îáðàáîòêå ÝÝÃ

Ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ D2 ìîæíî ðàçáèòü íà òðè ýòàïà:

1. Âû÷èñëåíèå C(ε) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé Demb;

2. Ïîèñê ëèíåéíîãî ó÷àñòêà çàâèñèìîñòè log C(ε) îò log ε è îïðåäåëåíèå åãî
íàêëîíà äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ Demb;

3. Îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ Demb è ñîîòâåòñòâóþùåé åìó âåëè-
÷èíû D2.

Ïðè ðàáîòå ñ ðåàëüíûìè ïðîöåññàìè, â ÷àñòíîñòè, ñ ïðîöåññàìè ýëåêòðè÷å-
ñêîé àêòèâíîñòè ãîëîâíîãî ìîçãà, íà êàæäîì èç ýòèõ ýòàïîâ èññëåäîâàòåëü
ñòàëêèâàåòñÿ ñ ðÿäîì ïðîáëåì, âîçìîæíûå ïóòè ðåøåíèÿ êîòîðûõ îïèñàíû
â äàííîì ðàçäåëå.

Âû÷èñëåíèå êîððåëÿöèîííîãî èíòåãðàëà.
Íà ýòîì ýòàïå ìû âñòðå÷àåì ñëåäóþùèå òðóäíîñòè:
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• èññëåäóåìûé ïðîöåññ äîëæåí áûòü ñòàöèîíàðíûì. ÝÝÃ, ñíèìàåìàÿ äëè-
òåëüíîå âðåìÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ïðîöåññîì, òàê êàê â íåé íàõî-
äèò ñâî¼ îòðàæåíèå ïîñòîÿííîå èçìåíåíèå óñëîâèé âíåøíåé è âíóòðåí-
íåé ñðåäû îðãàíèçìà;

• ïðè èññëåäîâàíèè ÝÝÃ ìû ðàñïîëàãàåì âðåìåíí�îé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
îãðàíè÷åííîé äëèíû, â òî âðåìÿ, êàê òåîðåìû, êàñàþùèåñÿ âû÷èñëåíèÿ
D2 ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû äëÿ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé; â
÷àñòíîñòè, ýòî êàñàåòñÿ ïðîáëåìû âûáîðà âåëè÷èíû ëàãà τ .

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñïîñîáû èõ ïðåîäîëåíèÿ.
Åñëè ãîâîðèòü î ñòàöèîíàðíîñòè ïðîöåññà, òî ýòî òðåáîâàíèå ìîæíî ñ÷è-

òàòü ïðàêòè÷åñêè ñîáëþä¼ííûì â ïðåäåëàõ ó÷àñòêà ÝÝÃ ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ
äî 1 ñåê. [20]. Ïðè áîëüøèõ äëèòåëüíîñòÿõ ðåãèñòðàöèè ìîæåò âîçíèêàòü îøèá-
êà. Â îäíèõ ñëó÷àÿõ å¼ ìîæíî ðàñöåíèâàòü êàê ñëó÷àéíóþ, à â äðóãèõ� êàê ñè-
ñòåìàòè÷åñêóþ, ïîäáèðàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ìåòîäû ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè
ðåçóëüòàòîâ. Çäåñü âñ¼ çàâèñèò îò óñëîâèé è çàäà÷ ýêñïåðèìåíòà.

Àëüòåðíàòèâíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ êîððåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòè � Point
D2 � ïðåäíàçíà÷åí êàê ðàç äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû [1]. Îòëè÷èòåëüíîé
îñîáåííîñòüþ ýòîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé ïðî-
ãðàììà àâòîìàòè÷åñêè èùåò ó÷àñòêè ÝÝÃ, â ïðåäåëàõ êîòîðûõ ïðîöåññ ìîæíî
ñ÷èòàòü ñòàöèîíàðíûì, è âû÷èñëÿåò êîððåëÿöèîííóþ ðàçìåðíîñòü äëÿ êàæäî-
ãî èç ýòèõ ó÷àñòêîâ â îòäåëüíîñòè. Ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ ýòîò ïîäõîä èìååò
âåñüìà óÿçâèìûå ñòîðîíû. Âî-ïåðâûõ, â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ìû èìååì äå-
ëî íå ñ êàêèì-òî îäíèì ÷èñëîì, à ñ íàáîðîì ÷èñåë. Îêàçûâàåòñÿ íåïîíÿòíî, êà-
êîå èç íèõ ñ÷èòàòü ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèé äëÿ ïîñëåäóþùåé ñòàòèñòè÷åñêîé
îáðàáîòêè äàííûõ. Âî-âòîðûõ, êàæäîå çíà÷åíèå D2 îêàçûâàåòñÿ âû÷èñëåííûì
íà äîâîëüíî êîðîòêîì ó÷àñòêå ÝÝÃ, òî åñòü îêàçûâàåòñÿ èñïîëüçîâàíî íåáîëü-
øîå ÷èñëî òî÷åê â èñõîäíîì ðÿäó. Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ýòî îáñòîÿòåëüñòâî
ïðèâîäèò ê îøèáêàì â âû÷èñëåíèÿõ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîáëåìû, âîçíèêàþùèå â ñâÿçè ñ êîíå÷íîñòüþ îáðà-
áàòûâàåìîãî ðÿäà. Ýòè ïðîáëåìû ìîæíî ðåøàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè: âî-ïåðâûõ,
èñïîëüçóÿ äëÿ àíàëèçà äîñòàòî÷íî äëèííûé ðÿä, ÷òîáû åãî ìîæíî áûëî ñ÷è-
òàòü áåñêîíå÷íûì, è, âî-âòîðûõ, ïóò¼ì ìîäèôèêàöèè êëàññè÷åñêîãî àëãîðèòìà
âû÷èñëåíèé.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå êðèòåðèè, îïðåäåëÿþùèå ìèíè-
ìàëüíóþ äëèíó ðÿäà, ïîçâîëÿþùóþ èçáåãàòü ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê ïðè
âû÷èñëåíèè. Íàïðèìåð, êðèòåðèé À. Öîíèñà îïðåäåëÿåò ìèíèìàëüíóþ äëèíó
ðÿäà N > 102+0,4D, ãäå D - ïðåäïîëàãàåìàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ðàçìåðíîñòü âîñ-
ñòàíîâëåííîãî àòòðàêòîðà [21]. Ñîãëàñíî äðóãèì êðèòåðèÿì N > 2D(D+1) [22]
è N > 10D/2 [23]. Íàêîíåö, åñòü ìíåíèå, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ äëèíà ðÿäà çàâèñèò
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íå òîëüêî îò ïàðàìåòðîâ ðàçìåðíîñòè, íî è îò ñêîððåëèðîâàííîñòè ïðîöåññà:
N > 2τDemb/2 (çäåñü τ � âðåìÿ àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè � êîëè÷åñòâî
øàãîâ äî å¼ ïåðâîãî íóëÿ èëè ìèíèìóìà) [24].

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòèõ òðåáîâàíèé ìîæåò ïîòðåáî-
âàòüñÿ çàïèñü ÝÝÃ, ñîäåðæàùàÿ ïîðÿäêà 100000 îòñ÷¼òîâ, à òî è áîëüøå. Ïðè
÷àñòîòå âûáîðêè 250 Ãö âðåìÿ çàïèñè òàêîé ÝÝÃ ñîñòàâèò 6 ÷ 7 ìèíóò, ÷òî
íåäîïóñòèìî ñ òî÷êè çðåíèÿ òðåáîâàíèÿ ê ñòàöèîíàðíîñòè ïðîöåññà. Â ñâÿçè ñ
ýòèì, ñòàðàÿñü èñïîëüçîâàòü ïî-âîçìîæíîñòè äëèííûå îòðåçêè ÝÝÃ, âñ¼-òàêè
ïðèõîäèòñÿ ââîäèòü â ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèé äîïîëíèòåëüíûå ìîäèôèêàöèè.

Îäíà èç òàêèõ ìîäèôèêàöèé íàçûâàåòñÿ �îêíî Òåéëåðà� (Theiler window)
[24, 19]. Ñóòü å¼ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Òî÷êè, ðàñïîëîæåííûå â èñõîäíîì
ðÿäó â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè äðóã îò äðóãà, îêàçûâàþòñÿ, êàê ïðàâèëî,
ñêîððåëèðîâàííûìè. Â ñëó÷àå êîíå÷íîé äëèíû èñõîäíîãî ðÿäà ýòî ïðèâîäèò ê
îøèáêàì â âû÷èñëåíèè êîððåëÿöèîííîãî èíòåãðàëà C(ε). Äëÿ òîãî, ÷òîáû èç-
áåæàòü ýòèõ îøèáîê, ìîæíî â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé ïî ôîðìóëå íå ïðèíèìàòü
â ðàñ÷åò òî÷êè, ðàñïîëîæåííûå â èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà ðàññòîÿíèè
ìåíüøå, ÷åì w øàãîâ. Âåëè÷èíà w íàçûâàåòñÿ îêíîì Òåéëåðà. Â [24] óêàçàíà
ìèíèìàëüíàÿ âåëè÷èíà ýòîãî îêíà:w < τ (2/N)2/Demb (τ � âðåìÿ àâòîêîððå-
ëÿöèîííîé ôóíêöèè). Ðåêîìåíäóåìûé ðàçìåð îêíà: w > τ [24]. Òàêæå ìîæ-
íî âñòðåòèòü èññëåäîâàíèÿ ÝÝÃ, â êîòîðûõ çàäà¼òñÿ ôèêñèðîâàííàÿ âåëè÷èíà
w = 10 [25].

Åù¼ îäèí ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíûõ ðàçìåðîâ îêíà Òåéëåðà � èç òàê
íàçûâàåìîãî ãðàôèêà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî ðàçäåëåíèÿ [26]. Ýòîò ãðà-
ôèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâóþ ðàâíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî äâå
òî÷êè âðåìåííîãî ðÿäà, íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè ∆t îêàæóòñÿ â âîññòàíîâ-
ëåííîì àòòðàêòîðå íà ðàññòîÿíèè, íå ïðåâûøàþùåì ε. Ïðè ýòîì ñòðîèòñÿ íå
îäíà êðèâàÿ, à ñåìåéñòâî êðèâûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíûì çíà÷åíèÿì ïëîò-
íîñòè âåðîÿòíîñòè (ðèñ. 5). Ðàçìåð îêíà Òåéëåðà ìîæíî îïðåäåëèòü êàê âåëè-
÷èíó ∆t, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïåðâîìó ëîêàëüíîìó ìèíèìóìó, îáùåìó äëÿ âñåõ
êðèâûõ [19].

Ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà � âûáîð âåëè÷èíû ëàãà τ. Ïðè âîññòàíîâëåíèè àò-
òðàêòîðà èç âðåìåííîãî ðÿäà, èìåþùåãî áåñêîíå÷íóþ äëèíó, âåëè÷èíà ëàãà τ
ìîæåò áûòü ëþáîé. Ïîäáîð æå îïòèìàëüíîé âåëè÷èíû τ â ñëó÷àå êîíå÷íîé
äëèíû èñõîäíîãî ðÿäà, ê ñîæàëåíèþ, ïðîáëåìàòè÷åí. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå
ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíûõ àëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿþùèõ ïðàâèëüíî îïðåäåëèòü
ýòó âåëè÷èíó. Òåì íå ìåíåå, äëÿ âûáîðà τ ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ íåêîòîðûìè
ðåêîìåíäàöèÿìè.
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Ðèñ. 5. Ãðàôèêè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî ðàçäåëåíèÿ (space-time plots) ïðîöåññîâ: à) ïðîöåññ Ìàêåé

(Makey); á) ïðîöåññ Èêåäà (Ikeda); â) ýëåêòðîýíöåôàëîãðàììà

Îñíîâíàÿ èäåÿ ýòèõ ðåêîìåíäàöèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîñêîëüêó âåê-
òîðà áàçèñà ëàãîâîãî ïðîñòðàíñòâà îðòîãîíàëüíû (òî åñòü íåçàâèñèìû), êîîð-
äèíàòû òî÷åê àòòðàêòîðà òàêæå äîëæíû áûòü íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà. Òåì
ñàìûì, òî÷êè èñõîäíîé âðåìåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè t, t+τ, t+2τ, . . . . òàê-
æå äîëæíû áûòü íåçàâèñèìûìè, íåñêîððåëèðîâàííûìè. Ïîýòîìó íåêîòîðûå
èññëåäîâàòåëè âûáèðàþò τ , ðàâíîå ðàññòîÿíèþ äî ïåðâîãî ìèíèìóìà àáñî-
ëþòíîãî çíà÷åíèÿ àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ïðîöåññà.

Ñóùåñòâóåò õîðîøàÿ àëüòåðíàòèâà äàííîìó ìåòîäó � âìåñòî àâòîêîððåëÿöè-
îííîé ôóíêöèè âû÷èñëÿòü òàê íàçûâàåìóþ ôóíêöèþ ñîâìåñòíîé èíôîðìàöèè
(mutual information), êîòîðàÿ êàê ëèíåéíóþ, òàê è íåëèíåéíóþ ñâÿçü ìåæäó
äâóìÿ ïåðåìåííûìè (â íàøåì ñëó÷àå � ìåæäó t è t + τ ) [27]. Ïîä ñîâìåñòíîé
èíôîðìàöèåé ïîäðàçóìåâàþò ñëåäóþùåå. Ðàçîáü¼ì ÷èñëîâîé îòðåçîê, ðàâíûé
ðàçìàõó àìïëèòóäû ñèãíàëà, íà íåñêîëüêî èíòåðâàëîâ è îáîçíà÷èì ÷åðåç pi �
âåðîÿòíîñòü, ñ êîòîðîé ýëåìåíò âðåìåííîãî ðÿäà ìîæåò îêàçàòüñÿ â i-ì èí-
òåðâàëå, à ÷åðåç pj � â j-ì. Ïóñòü pij(τ) � ñîâìåñòíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
îäèí ýëåìåíò âðåìåííîãî ðÿäà îêàæåòñÿ â i-ì èíòåðâàëå, à äðóãîé, âçÿòûé ñ
çàäåðæêîé τ � â j-ì. Òîãäà ôóíêöèÿ ñîâìåñòíîé èíôîðìàöèåé áóäåò âûãëÿäåòü
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ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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.

Îïòèìàëüíîñòü âûáîðà τ ýòèì ñïîñîáîì ñòðîãî äîêàçàíà òîëüêî äëÿ ñëó-
÷àåâ, êîãäà Demb = 2; â îñòàëüíûõ æå ñëó÷àÿõ ðåçóëüòàò ðàñ÷¼òà íîñèò ëèøü
ðåêîìåíäàòåëüíûé õàðàêòåð.

Çàìåòèì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâîâàíèå âñåõ ýòèõ ïðè¼ìîâ, ïðè îáðàáîòêå
ÝÝÃ èíîãäà âûáèðàþò åäèíè÷íûé ëàã, òî åñòü ðàâíûé âðåìåíè êâàíòîâàíèÿ
ñèãíàëà [25]. Ýòî îïðàâäàíî ñëåäóþùåé ïðè÷èíîé.

Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ D2 ñ ïðåäâàðèòåëüíûì âû÷èñëåíèåì ëàãà âñ¼ ðàâ-
íî ïîäâåðæåí ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêå, òàê êàê ðåçóëüòàòû ïðåäâàðèòåëüíûõ
âû÷èñëåíèé íå ãàðàíòèðóþò îïòèìàëüíîñòü âûáîðà τ . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî-
ëó÷åííàÿ âåëè÷èíà âñ¼-òàêè ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî ñòîõàñòè÷åí èññëåäóåìûé
ïðîöåññ è âïîëíå ïðèãîäíà äëÿ âíóòðèãðóïïîâûõ ñðàâíåíèé â ðàçëè÷íûõ óñëî-
âèÿõ ýêñïåðèìåíòà.

Çàäàâàÿñü åäèíè÷íîé âåëè÷èíîé τ , ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îíà
ôàêòè÷åñêè îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé ïåðèîäó êâàíòîâàíèÿ íåïðåðûâíîãî ñèãíàëà
ÝÝÃ. Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè ïðè àíàëîãî-öèôðîâîì ïðåîáðàçîâàíèè ñèãíàëà áûëà
çàäàíà ÷àñòîòà êâàíòîâàíèÿ 100 Ãö, òî τ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0,01 ñåê. Â ñó-
ùåñòâóþùèõ êîìïëåêñàõ ðåãèñòðàöèè ÝÝÃ îáû÷íî ïðèíÿòà ÷àñòîòà âûáîðêè
ðàâíàÿ 100 ÷ 250 Ãö, ÷òî âïîëíå ïðèåìëåìî ñ òî÷êè çðåíèÿ âûáîðà τ .

Ïîèñê ëèíåéíîãî ó÷àñòêà çàâèñèìîñòè log C(ε) log ε.

Íà ýòîì ýòàïå âû÷èñëåíèé âñòðå÷àåòñÿ ðÿä ïðîáëåì, èç êîòîðûõ ñëåäóåò
âûäåëèòü äâå îñíîâíûå:

1. Àòòðàêòîð ëþáîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû âñåãäà èìååò êîíå÷íûå ðàçìåðû;

2. Â ÝÝÃ âñåãäà ïðèñóòñòâóåò ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ � øóì.

Îáà ýòèõ îáñòîÿòåëüñòâà ïðèâîäÿò ê óñëîæíåíèþ ïîèñêà ëèíåéíîãî ó÷àñòêà
çàâèñèìîñòè log C(ε) îò log ε. Ðàññìîòðèì ïóòè ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû.

Â èäåàëüíîì ñëó÷àå äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ëèíåéíûé ó÷àñòîê çàâèñèìîñòè
log C(ε) îò log ε ñòðîÿò òàê íàçûâàåìûé ãðàôèê Ðàïïà � çàâèñèìîñòü âåëè-
÷èíû å¼ ëîêàëüíûõ íàêëîíîâ îò log ε. Ãîðèçîíòàëüíûé ó÷àñòîê ãðàôèêà Ðàïà,
òàê íàçûâàåìîå �ïëàòî� íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ èçìåðåíèÿ (scaling region) è ñî-
îòâåòñòâóåò èñêîìîìó ëèíåéíîìó ó÷àñòêó (ðèñ. 6). Íà ðèñóíêå âèäíî, ÷òî â
îáëàñòü èçìåðåíèÿ íå ïîïàäàþò î÷åíü áîëüøèå è î÷åíü ìàëåíüêèå çíà÷åíèÿ ε.

Âåëè÷èíó C(ε) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñðåäíþþ ëîêàëüíóþ ïëîòíîñòü
òî÷åê àòòðàêòîðà â ñîâîêóïíîñòè îêðåñòíîñòåé ðàäèóñîì ε. Ïðè î÷åíü áîëü-
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øèõ çíà÷åíèÿõ ε íà ðåçóëüòàòàõ âû÷èñëåíèé ñêàçûâàåòñÿ ãåîìåòðèÿ àòòðàêòî-
ðà, ëèíåéíûå ðàçìåðû êîòîðîãî îêàçûâàþòñÿ ñîèçìåðèìûìè ñ ε. Åñëè ε ïðè-
íèìàåò î÷åíü ìàëåíüêèå çíà÷åíèÿ, òî â ñèëó êîíå÷íîñòè ðÿäà â ñôåðó òàêîãî
ðàäèóñà ïîïàäàåò î÷åíü ìàëî òî÷åê è èõ êîëè÷åñòâî îêàçûâàåòñÿ â áîëüøîé
ñòåïåíè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

Åñëè ìû èìååì äåëî ñ ÝÝÃ, òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ε ê òîìó æå ñêàçûâàåò-
ñÿ çàøóìë¼ííîñòü ïðîöåññà, òàê êàê áåëûé øóì ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ðàçìåð-
íîñòü âîññòàíîâëåííîãî àòòðàêòîðà îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé Demb. Ê òîìó æå è ñàì
èñêîìûé ãîðèçîíòàëüíûé ó÷àñòîê îêàçûâàåòñÿ íå èäåàëüíî ïëîñêèì.

Â ñâÿçè ñ ýòèìè îáñòîÿòåëüñòâàìè ïîèñê îáëàñòè èçìåðåíèÿ îêàçûâàåòñÿ
âîçìîæåí òîëüêî âèçóàëüíî è íå ïîääà¼òñÿ àëãîðèòìèçàöèè. Çà÷àñòóþ ïî âíåø-
íåìó âèäó ãðàôèêîâ òîæå îêàçûâàåòñÿ òðóäíî îïðåäåëèòü ãðàíèöû èñêîìîé
îáëàñòè.

à á

â

Ðèñ. 6. Ãðàôèêè Ðàïïà: à) îáû÷íîå âû÷èñëåíèå êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè; á) êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñ

ãàóññîâûì ÿäðîì; â) îöåíèâàòåëü Òàêåíñà (Takens estimator).
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Ñóùåñòâóþò ðàçíûå ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿ ïî-âîçìîæíîñòè ãëàäêîãî ãðàôèêà
Ðàïïà. Ñàìûé ïðîñòîé èç íèõ � ñãëàæèâàíèå ãðàôèêà C(ε).

Áîëåå òîíêèé ñïîñîá òðåáóåò âíåñåíèÿ íåêîòîðûõ èçìåíåíèé â ïðîöåäóðó
âû÷èñëåíèÿ C(ε). Ñóòü èçìåíåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñòóïåí÷àòàÿ ôóíê-
öèÿ Θ(ε − r) çàìåíÿåòñÿ ãëàäêîé e−r2/4ε2, ãäå r � ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàìè
òî÷åê xi è xj. Ïåðâóþ ôóíêöèþ íàçûâàþò ñòóïåí÷àòûì ÿäðîì, à âòîðóþ �
ãàóññîâûì (Gauss kernel) [12].

Åù¼ îäèí ñïîñîá ðåøåíèÿ äàííîé ïðîáëåìû � ïðèìåíåíèå òàê íàçûâåìîé
îöåíêè Òàêåíñà-Òåéëåðà (Takens-Theiler estimator). Ïîëó÷åííûå ñ å¼ ïîìîùüþ
ãðàôèêè ìîãóò áûòü õîðîøåé àëüòåðíàòèâîé ãðàôèêàì Ðàïïà. Èíôîðìàöèÿ îá
ýòîì ìåòîäå ïîäðîáíî èçëîæåíà â [19] è [28].

Ïðèâåä¼ííûå ìåòîäû îáëåã÷àþò çàäà÷ó ïîèñêà îáëàñòè èçìåðåíèÿ, íî íå
äàþò ðåøåíèÿ ïðîáëåìû àâòîìàòèçàöèè âû÷èñëåíèé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñó-
ùåñòâóþò ïðè¼ìû, ïîçâîëÿþùèå âûáèðàòü ãðàíèöû èñêîìîé îáëàñòè àâòîìà-
òè÷åñêè, íî âñå îí âíîñÿò â âû÷èñëåíèÿ ñèñòåìàòè÷åñêóþ îøèáêó. Ïîñòîëüêó
ïîñêîëüêó ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, êàê óæå ãîâîðè-
ëîñü, ñ ñèñòåìàòè÷åñêèìè îøèáêàìè èíîãäà ìîæíî ìèðèòüñÿ, äàííûå ìåòîäû
÷àñòî áåðóòñÿ íà âîîðóæåíèå [4, 29, 30].

Î÷åíü ïðîñòîé ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ â êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììå CDA [4].
Çäåñü èñêîìûé ó÷àñòîê îïðåäåëÿåòñÿ èç ãðàôèêà çàâèñèìîñòè log C(ε) îò log ε.
Òî÷íåå ãîâîðÿ, áåð¼òñÿ ãðàôèê C(ε) è ñòðîèòñÿ â äâîéíîì ëîãàðèôìè÷åñêîì
ìàñøòàáå. Îí ñòðîèòñÿ òîëüêî äëÿ çíà÷åíèé C(ε), ëåæàùèõ â ïðåäåëàõ îò 10−5

äî 1. Çàòåì áåð¼òñÿ ó÷àñòîê, ïðîåêöèÿ êîòîðîãî íà âåðòèêàëüíóþ îñü ïðèõî-
äèòñÿ íà ñåðåäèíó ýòîé îñè è çàíèìàåò 1/4 óêàçàííîãî äèàïàçîíà (ðèñ. 7).

Ðèñ. 7. Îïðåäåëåíèå îáëàñòè èçìåðåíèÿ (scaling region) ïî J.C. Sprott.

18
Актуальные проблемы современной математики: учёные записки. Т. 13 (вып. 2).
п/ред. проф. Калашникова Е.В., изд. ЛГУ им. А.С. Пушкина, С.-Пб., 2004 г., 153 стр., стр. 112 – 140.



Çíà÷åíèÿ ε, ñîîòâåòñòâóþùèå êîíöàì ýòîãî ó÷àñòêà ïðèíèìàþòñÿ êàê ãðàíèöû
îáëàñòè èçìåðåíèÿ. Íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ ãðóáîñòü, ýòîò ìåòîä äà¼ò âïîëíå
óäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî äëÿ
òîãî, ÷òîáû ïîëüçîâàòüñÿ ýòèì ìåòîäîì, íåîáõîäèìî ïðèâåñòè èñõîäíûé ðÿä ê
èíòåðâàëó [0,1].

Âûáîð îïòèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè ëàãîâîãî ïðîñòðàíñòâà Demb.

Íàêîíåö, ïîñëå òîãî, êàê äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿDemb âû÷èñëåíà ðàçìåðíîñòü
âîññòàíîâëåííîãî àòòðàêòîðà, íåîáõîäèìî âûáðàòü îïòèìàëüíóþ å¼ âåëè÷èíó.
Â èäåàëüíîì ñëó÷àå ýòî íåòðóäíî (ðèñ. 4). Ïðè ðàáîòå æå ñ ÝÝÃ íàëè÷èå øó-
ìîâ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âûðàæåííîãî íàñûùåíèÿ çàâèñèìîñòè D2(Demb) íå
íàñòóïàåò, è êðèâàÿ âûãëÿäèò êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå.

Ñàìîå ïðîñòîå, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü â ýòîì ñëó÷àå � çàäàòüñÿ ðàçìåðíîñòüþ
ïðîñòðàíñòâà âëîæåíèÿ çàâåäîìî áîëüøåé, ÷åì ïðåäïîëàãàåìàÿ ðàçìåðíîñòü
âîññòàíîâëåííîãî àòòðàêòîðà, è èñïîëüçîâàòü å¼ äëÿ âñåõ âû÷èñëåíèé â ðàìêàõ
îäíîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå âåëè÷èíà õîòü è íå ÿâëÿåòñÿ D2

â ñòðîãîì ñìûñëå, íî âïîëíå ïðèãîäíà äëÿ âíóòðèãðóïïîâûõ ñðàâíåíèé.
Íàêîïëåííûé íà ñåãîäíÿøíèé äåíü îïûò èññëåäîâàíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî â

çàâèñèìîñòè îò ïðèìåíÿåìûõ ìåòîäîâ âû÷èñëåíèé è óñëîâèé ýêñïåðèìåíòà
D2 ÝÝÃ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 4 äî 8 [1, 31]. Åñëè ãîâîðèòü î âåðõíåì îãðà-
íè÷åíèè âåëè÷èíû D2, òî çäåñü íóæíî ïîìíèòü î òîì, ÷òî ñ âîçðàñòàíèåì
Demb ñèëüíî óâåëè÷èâàåòñÿ âðåìÿ, çàòðà÷èâàåìîå íà âû÷èñëåíèå C(ε). Â ñâÿçè
ñ ýòèì, íà íàø âçãëÿä, åñòü ñìûñë çàäàâàòüñÿ âåëè÷èíîé Demb â ïðåäåëàõ 10
÷ 15. Â íåêîòîðûõ èññëåäîâàíèÿõ D2 âû÷èñëÿþò íå âî âñ¼ì ÷àñòîòíîì äèàïà-
çîíå, à òîëüêî â îïðåäåë¼ííîé åãî ÷àñòè, íàïðèìåð â âûñîêî÷àñòîòíîé îáëàñòè
15 ÷ 100 Ãö [32]. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àþòñÿ âåëè÷èíû ðàçìåðíîñòåé 15 ÷ 18.
Ñîîòâåòñòâåííî, ïðè òàêèõ âû÷èñëåíèÿõ íåîáõîäèìî ïðèíèìàòü Demb îêîëî
20.

Ñîãëàñíî òî÷êå çðåíèÿ, èçëîæåííîé â [12], ìîæíî óâåðåííî çàäàâàòüñÿ ðàç-
ìåðíîñòüþ ëàãîâîãî ïðîñòðàíñòâà Demb > 2D2 + 1.

Âûøåóïîìÿíóòûå ñïîñîáû âûáîðà Demb ïîçâîëÿþò çàäàâàòüñÿ
çíà÷åíèÿìè å¼ âåëè÷èíû ñ òî÷êè çðåíèÿ äîñòàòî÷íîñòè. Âìåñòî ýòîãî ìîæ-

íî âûáèðàòü ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìóþ ðàçìåðíîñòü ëàãîâîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ñäåëàòü ýòî, íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì �ïîèñêà áëèæàéøèõ
ëîæíûõ ñîñåäåé� (False Nearest Neighbors, FNN) [33].

Ñóòü ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïðàâèëü-
íî ïîñòðîèëè àòòðàêòîð â ëàãîâîì ïðîñòðàíñòâå, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî áîëü-
øå íåîáõîäèìîé. Òîãäà áëèæàéøàÿ îêðåñòíîñòü ëþáîé òî÷êè âîññòàíîâëåí-
íîãî àòòðàêòîðà áóäåò îòîáðàæåíèåì áëèæàéøåé îêðåñòíîñòè ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé òî÷êè èñõîäíîãî àòòðàêòîðà. Òåïåðü ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ïîëó÷èòñÿ, åñëè
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ñïðîåöèðîâàòü àòòðàêòîð, äà è âîîáùå ëþáóþ ôèãóðó â ïðîñòðàíñòâî, ðàçìåð-
íîñòü êîòîðîãî íåäîñòàòî÷íî âåëèêà (íàïðèìåð, øàð íà ïëîñêîñòü). Î÷åâèäíî,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå íåêîòîðûå òî÷êè èñõîäíîé ôèãóðû, ðàñïîëîæåííûå äàëåêî
äðóã îò äðóãà, íà ïðîåêöèè ìîãóò îêàçàòüñÿ ñîñåäíèìè. Òàêèå òî÷êè è íàçûâà-
þòñÿ ëîæíûìè áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè.

Â [33] ïðèâåä¼í ñëåäóþùèé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî êîëè÷å-
ñòâà ëîæíûõ áëèæàéøèõ ñîñåäåé â âîññòàíîâëåííîì àòòðàêòîðå. Â ëàãîâîì
ïðîñòðàíñòâå âûáèðàþòñÿ äâå ñîñåäíèå òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå âîññòàíîâëåí-
íîìó àòòðàêòîðó - xi è xj; âû÷èñëÿåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè, à òàêæå ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó ñëåäóþùèìè äâóìÿ òî÷êàìè � xi+1 è xj+1. Âû÷èñëÿåì ñîîòíî-
øåíèå ìåæäó ýòèìè ðàññòîÿíèÿìè:

R =
|xi+1 − xj+1|
|xi − xj| .

Ïîñêîëüêó ìû èìååì äåëî êàê ïðàâèëî ñ ãëàäêèìè ïðîöåññàìè, ïîñëå îäíîé
èòåðàöèè òî÷êè ñèëüíî íå ðàçáåãóòñÿ äàæå ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïîêàçà-
òåëÿ Ëÿïóíîâà λ. Ïîýòîìó åñëè ïîëó÷åííàÿ âåëè÷èíà ïðåâûøàåò íåêîòîðîå
ïîðîãîâîå çíà÷åíèå (îáû÷íî � 10), òî òî÷êè xi è xj ìîæíî ñ÷èòàòü ëîæíûìè
ñîñåäÿìè.

Ñ óâåëè÷åíèåì Demb êîëè÷åñòâî ëîæíûõ ñîñåäåé óìåíüøàåòñÿ. Òàêèì îá-
ðàçîì, ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìîé áóäåò òàêàÿ ðàçìåðíîñòü ëàãîâîãî ïðîñòðàí-
ñòâà, ïðè êîòîðîé ÷èñëî ëîæíûõ ñîñåäåé ðàâíî 0 (ðèñ. 8).

Ðèñ. 8. Îòíîñèòåëüíîå êîëè÷åñòâî ëîæíûõ áëèæàéøèõ ñîñåäåé (False Nearest Neighbors) â âîññòàíîâëåííîì

àòòðàêòîðå ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ðàçìåðíîñòè ëàãîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

Åñëè èññëåäóåòñÿ çàøóìë¼ííûé ñèãíàë ÝÝÃ, òî ñâåñòè ÷èñëî ëîæíûõ ñîñåäåé
ê íóëþ íåâîçìîæíî è òîãäà ïðèõîäèòñÿ çàäàâàòüñÿ íåêîòîðûì äîïóñòèìûì èõ
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êîëè÷åñòâîì. Íàèìåíüøóþ ðàçìåðíîñòü ëàãîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðè êîòîðîé
îòíîñèòåëüíîå ÷èñëî ëîæíûõ ñîñåäåé íå ïðåâûøàåò ýòîãî ïîðîãà è ìîæíî
ñ÷èòàòü ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìîé äëÿ ðåêîíñòðóêöèè àòòðàêòîðà, à âåëè÷èíó
D2, ïîëó÷åííóþ äëÿ äàííîé Demb � åãî êîððåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòüþ.

5. Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ D2 ïðè ïîìîùè ïàêå-
òà ïðîãðàìì TISEAN

Âû÷èñëåíèå D2 ìîæíî ðàçáèòü íà ñëåäóþùèå ýòàïû:

1. Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ � âåëè÷èíû ëàãà τ è ðàçìåðîâ îêíà Òåéëåðà w;

2. Ïîñëåäîâàòåëüíîå âû÷èñëåíèå ðàçìåðíîñòåé ïðè ðàçëè÷íûõ Demb;

3. Âûáîð îïòèìàëüíîãî Demb è ñîîòâåòñòâóþùåé åìó âåëè÷èíû D2 (åñëè
äëÿ ýòîãî ïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì �False Nearest Neighbors�, òî ìîæíî ñíà-
÷àëà îïðåäåëèòü îïòèìàëüíóþ âåëè÷èíó Demb è äëÿ íå¼ âû÷èñëèòü D2).

Ïðè çàïóñêå ïðîãðàìì äàííîãî ïàêåòà â êîìàíäíîé ñòðîêå íåîáõîäèìî óêàçû-
âàòü ðÿä ïàðàìåòðîâ. Ìû áóäåò óïîìèíàòü òîëüêî òå, êîòîðûå èìåþò íåïîñðåä-
ñòâåííîå îòíîøåíèå ê èçëàãàåìîìó ìàòåðèàëó.

Îïðåäåëåíèå âåëè÷èíû ëàãà.
Â ïàêåòå åñòü ïðîãðàììà autocor.exe, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìîæíî ïîñòðîèòü

àâòîêîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ïðîöåññà. Âåëè÷èíó ëàãà ìîæíî âûáðàòü êàê
ïåðâûé íîëü (èëè ëîêàëüíûé ìèíèìóì) ýòîé ôóíêöèè.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, áîëåå ïåðñïåêòèâíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ýòîé öåëè òàê íà-
çûâàåìóþ �ôóíêöèþ ñîâìåñòíîé èíôîðìàöèè� (mutual information). Ýòî ïîç-
âîëÿåò ñäåëàòü ïðîãðàììà mutual.exe, âû÷èñëÿþùàÿ çàâèñèìîñòü ñîâìåñòíîé
èíôîðìàöèè îò âðåìåíè çàäåðæêè τ . Â êà÷åñòâå ëàãà ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü τ ,
ñîîòâåòñòâóþùåå ïåðâîìó ìèíèìóìó äàííîé çàâèñèìîñòè.

Âûáîð âåëè÷èíû îêíà Òåéëåðà.
Ðàçìåð îêíà Òåéëåðà w ìîæíî âû÷èñëÿòü, êàê è âåëè÷èíó ëàãà, ïîëüçó-

ÿñü ïðîãðàììàìè autocor.exe èëè mutual.exe. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ w ïðè ïîìîùè
ãðàôèêà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî ðàçäåëåíèÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðî-
ãðàììîé stp.exe. Ïðè çàïóñêå ýòîé ïðîãðàììû íåîáõîäèìî óêàçûâàòü 2 ïàðà-
ìåòðà: âðåìÿ çàäåðæêè τ è ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà âëîæåíèÿ Demb. Ïåðâûé
èç ýòèõ ïàðàìåòðîâ ñëåäóåò âûáèðàòü òàêèì æå, êàê ïðè âû÷èñëåíèè ñîáñòâåí-
íî D2; âòîðîé � Demb � íåñêîëüêî áîëüøèì, ÷åì ïðåäïîëàãàåìîå çíà÷åíèå D2.
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Âû÷èñëåíèå D2.

Ïðè ïîìîùè ïàêåòà TISEAN êîððåëÿöèîííàÿ ðàçìåðíîñòü âû÷èñëÿåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà âû÷èñëÿþòñÿ êîððåëÿöèîííûå ñóììû äëÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè çíà÷åíèé ε (ñì. ïðåäûäóùèå ðàçäåëû ñòàòüè). Ýòî äåëàåòñÿ ïðè
ïîìîùè ïðîãðàììû d2.exe. Â ïàðàìåòðàõ çàïóñêà ýòîé ïðîãðàììû ìîæíî óêà-
çàòü çàðàíåå âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ τ è w. Êðîìå òîãî, ýòà ïðîãðàììà ïîçâî-
ëÿåò ïðèâîäèòü èñõîäíûå äàííûå ê èíòåðâàëó [0,1].

Ïðîãðàììà ôîðìèðóåò ÷åòûðå ôàéëà ñ ðåçóëüòàòàìè âû÷èñëåíèé. Íàñ èí-
òåðåñóþò äâà èç íèõ. Îäèí (èìååò ðàñøèðåíèå *.c2) ñîäåðæèò çíà÷åíèÿ êîððå-
ëÿöèîííûõ ñóìì, âû÷èñëåííûõ äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé ε è Demb. Ïî ýòèì çíà÷å-
íèÿì ìîæíî ïîñòðîèòü ãðàôèêè, àíàëîãè÷íûå ïðèâåä¼ííûì íà ðèñ 3. Äðóãîé
ôàéë (ñ ðàñøèðåíèåì *.d2) ñîäåðæèò âåëè÷èíû ëîêàëüíûõ íàêëîíîâ ýòèõ ãðà-
ôèêîâ � ãðàôèêè Ðàïïà.

Â ïðèíöèïå, ïîëüçóÿñü âñåìè ýòèìè ãðàôèêàìè ìîæíî îïðåäåëèòü îïòè-
ìàëüíûå îáëàñòè èçìåðåíèÿ (äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ Demb), îïðåäåëèòü ïî íèì
çíà÷åíèÿ D2, ïîñòðîèòü ãðàôèê çàâèñèìîñòè D2(Demb) è, èñõîäÿ èç íåãî, ïðè-
íÿòü îêîí÷àòåëüíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû D2. Îäíàêî îñîáåííîñòè ñèãíàëà ÝÝÃ
âûíóæäàþò ïîéòè áîëåå èçîùð¼ííûì ïóò¼ì.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, áîëåå ãëàäêèå ãðàôèêè Ðàïïà ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðè-
ìåíèâ îïåðàöèþ ñãëàæèâàíèÿ èñõîäíûõ ãðàôèêîâ, à òàêæå âîñïîëüçîâàâøèñü
îöåíèâàòåëåì Òàêåíñà èëè êîððåëÿöèîííûì èíòåãðàëîì ñ Ãàóññîâûì ÿäðîì.
Âî âñåõ òð¼õ ñëó÷àÿõ áåð¼òñÿ èñõîäíûé ôàéë, ñîäåðæàùèé êîððåëÿöèîííûå
ñóììû � *.c2.

Äëÿ ñãëàæèâàíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ïðîãðàììà av_d2.exe; êðîìå òîãî, â ïàêåòå
èìååòñÿ ïðîãðàììà c2d.exe, êîòîðàÿ îäíîâðåìåííî ñãëàæèâàåò èñõîäíûå ãðà-
ôèëè è âû÷èñëÿåò èõ ëîêàëüíûå íàêëîíû. Ïðîãðàììà c2g.exe, âû÷èñëÿþùàÿ
êîððåëÿöèîííûé èíòåãðàë ñ ãàóññîâûì ÿäðîì C2g(ε), òàêæå âû÷èñëÿåò ëîêàëü-
íûå íàêëîíû ãðàôèêîâ C2g(ε), ïîñòðîåííûõ â äâîéíîì ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñ-
øòàáå. Íàêîíåö, ïðîãðàììà c2t.exe ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ãðàôèêè, àíàëîãè÷íûå
ãðàôèêàì Ðàïïà ïðè ïîìîùè îöåíèâàòåëÿ Òàêåíñà.

Îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîé âåëè÷èíû Demb.

Ìû îïèñàëè òðè ñïîñîáà âûáîðà îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ Demb : ïðîñòî
óñòàíîâèâ å¼ ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå, íåñêîëüêî ïðåâûøàþùåå ïðåäïîëàãàå-
ìóþ âåëè÷èíó D2, ïî íàñûùåíèþ ãðàôèêà çàâèñèìîñòè D2(Demb) è ïðè ïîìî-
ùè àëãîðèòìà �false nearest neighbors�.

Äëÿ ïîñëåäíåãî ñëó÷àÿ â ïàêåòå TISEAN åñòü ïðîãðàììà false_nearest.exe.
Ýòà ïðîãðàììà âû÷èñëÿåò îòíîñèòåëüíîå êîëè÷åñòâî ëîæíûõ áëèæàéøèõ ñî-
ñåäåé ïðè âîññòàíîâëåíèè àòòðàêòîðà â ëàãîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ðàçëè÷íûõ ðàç-
ìåðíîñòåé. Â êîìàíäíîé ñòðîêå ïðîãðàììû íåîáõîäèìî çàäàòü òàêèå ïàðàìåò-
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ðû, êàê âåëè÷èíà ëàãà è ðàçìåð îêíà Òåéëåðà. Î÷åâèäíî, ÷òî èõ íóæíî âûáè-
ðàòü òàêèìè æå, êàê ïðè âû÷èñëåíèè êîððåëÿöèîííîé èíòåãðàëüíîé ôóíêöèè
C(ε). Åù¼ îäèí ïàðàìåòð çàïóñêà ýòîé ïðîãðàììû � âåëè÷èíà ïîðîãà R (ñì.
îïèñàíèå àëãîðèòìà). Ïî óìîë÷àíèþ îíà ïðèíÿòà ðàâíîé 10. Ñëåäóåò îáðà-
òèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè áîëüøèõ Demb ñîñåäíèõ òî÷åê â àòòðàêòîðå ìî-
æåò îêàçàòüñÿ ñëèøêîì ìàëî äëÿ ñòàòèñòèêè. Ýòî áûâàåò îáû÷íî òîãäà, êîãäà
èñõîäíûé ðÿä ñëèøêîì êîðîòêèé. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïðîãðàììà âûäà¼ò ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ñîîáùåíèå è ïðåêðàùàåò ðàáîòó. Ïðàêòèêà ðàáîòû ñ ñèãíàëàìè ÝÝÃ
ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ óâåðåííîé ðàáîòû ñ ýòîé ïðîãðàììîé íåîáõîäèìî èìåòü
èñõîäíûé ðÿä äëèíîé, ïî ìåíüøåé ìåðå, 7 ÷ 10 òûñ. òî÷åê.

6. Àâòîìàòèçàöèÿ ïðîöåññà âû÷èñëåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïà-
êåòà ïðîãðàìì TISEAN

Âû÷èñëåíèå D2 â ñòðîãîì ñìûñëå àâòîìàòèçàöèè íå ïîääà¼òñÿ. Òàêèì îáðàçîì,
ðåçóëüòàò, ïîëó÷àåìûé â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïîëíîñòüþ àâòîìàòèçèðîâàí-
íîãî àëãîðèòìà, íåèçáåæíî ñîäåðæèò ñèñòåìàòè÷åñêóþ îøèáêó. Òåì íå ìåíåå,
â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ ñ ýòèì ìîæíî ìèðèòüñÿ. Íàïðèìåð, êîãäà ìû èçó÷àåì
âíóòðèãðóïïîâîå èçìåíåíèå âåëè÷èíû ïîä âîçäåéñòâèåì èçìåíÿþùèõñÿ óñëî-
âèé ýêñïåðèìåíòà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, àâòîìàòèçàöèÿ çíà÷èòåëüíî óìåíüøàåò
òðóäî¼ìêîñòü âû÷èñëåíèé, ÷òî îñîáåííî öåííî ïðè ðàáîòå ñ áîëüøèìè âûáîð-
êàìè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íå âîçíèêàëî ïóòàíèöû, íà íàø âçãëÿä öåëåñîîáðàçíî
îáîçíà÷èòü âû÷èñëÿåìóþ âåëè÷èíó ÷åðåç D∗

2.

Çàäà÷ó àâòîìàòèçàöèè âû÷èñëåíèé ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ÷àñòè:

• ïîèñê �îáëàñòè èçìåðåíèÿ� (scaling region) íà ãðàôèêå Ðàïïà;

• îïðåäåëåíèå ëàãîâûõ ïàðàìåòðîâ � âåëè÷èíû ëàãà τ , ðàçìåðîâ îêíà Òåé-
ëåðà w è ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà âëîæåíèÿ Demb.

Ïåðâàÿ ÷àñòü � ïîèñê �îáëàñòè èçìåðåíèÿ� � ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì çâåíîì â çà-
äà÷å àâòîìàòèçàöèè. Ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ýòîé ïðîáëåìû èçëîæåíû
â [3, 29, 30]. Âûøå áûëî îïèñàíî î÷åíü ïðîñòîå ðåøåíèå, ïðåäëîæåííîå J.C.
Sprott'îì [3]. Åãî äîñòîèíñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ýòîò ñïîñîá ëåãêî ïðèìå-
íèì äëÿ ðàáîòû ñ ïðîãðàììîé TISEAN. Çäåñü äëÿ åãî ðåàëèçàöèè äîñòàòî÷íî
ïðèìåíèòü òðè íåáîëüøèå âñïîìîãàòåëüíûå ïðîãðàììû, íå âìåøèâàÿñü â ðà-
áîòó ïðîãðàìì ïàêåòà.

Ïåðâàÿ èç ýòèõ ïðîãðàìì èç äâîéíîãî ëîãàðèôìè÷åñêîãî ãðàôèêà çàâèñè-
ìîñòè C(ε) îïðåäåëÿåò ãðàíèöû �îáëàñòè èçìåðåíèÿ� íà îñè ε.
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Âòîðàÿ � âûðåçàåò ôðàãìåíòû ãðàôèêà Ðàïïà, íàõîäÿùèåñÿ â äàííûõ ãðà-
íèöàõ.

Òðåòüÿ � âû÷èñëÿåò ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ãðàôèêîâ Ðàïïà íà ýòèõ ó÷àñòêàõ.
Â èòîãå àëãîðèòì, êîòîðûé ìû èñïîëüçîâàëè íà ïðàêòèêå ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü â âèäå áëîê-ñõåìû íà ðèñ. 9.

Ðèñ. 9. Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ êîððåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòè âîññòàíîâëåííîãî àòòðàêòîðà ïðè çàäàííûõ

çíà÷åíèÿõ ëàãîâûõ ïàðàìåòðîâ τ ,w è Demb.

Ïåðâàÿ, âòîðàÿ è òðåòüÿ âñïîìîãàòåëüíûå ïðîãðàììû íàçûâàþòñÿ ñîîòâåò-
ñòâåííî �nd.exe, comp_x.exe è param_c.exe.

Ìû óïîìèíàëè, ÷òî äëÿ ðàáîòû ïî òàêîìó àëãîðèòìó åñòü îïðåäåë¼ííûé
ðåçîí ïðèâîäèòü èñõîäíûé ðÿä ê èíòåðâàëó [0,1]. Ýòî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü íåïî-
ñðåäñòâåííî ïðîãðàììà d2.exe � íåîáõîäèìî òîëüêî ïîñòàâèòü ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé êëþ÷ â êîìàíäíóþ ñòðîêó. Ïîñêîëüêó êîððåëÿöèîííûå ñóììû âû÷èñëÿ-
þòñÿ äëÿ íåñêîëüêèõ ðàçìåðíîñòåé ëàãîâîãî ïðîñòðàíñòâà, âû÷èñëåíèÿ â àâòî-
ìàòè÷åñêîì ðåæèìå ïðîèçâîäÿòñÿ äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ è âñå ðåçóëüòàòû çàïèñû-
âàþòñÿ â îäèí ôàéë.

Â ïðèíöèïå, íà ýòîì ýòàïå àâòîìàòèçàöèè óæå ìîæíî ïðîèçâîäèòü âû÷èñ-
ëåíèÿ; äëÿ ýòîãî ëèøü íàäî çàäàòüñÿ ôèêñèðîâàííûìè çíà÷åíèÿìè ëàãîâûõ
ïàðàìåòðîâ (τ ,w è Demb), ÷òî èíîãäà áûâàåò îïðàâäàíî.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ τ ìû èñïîëüçîâàëè ïðîãðàììó mutual.exe. Ðàññòîÿíèå äî
ïåðâîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè ñîâìåñòíîé èíôîðìàöèè îïðåäåëÿëîñü ïðè ïîìî-
ùè ñïåöèàëüíî íàïèñàííîé âñïîìîãàòåëüíîé ïðîãðàììû � loc_min2.exe. Ñëå-
äóåò îòìåòèòü, ÷òî àâòîìàòèçàöèÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû ëàãà íå âñåãäà îïðàâ-
äàíà; âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ å¼ ïðèìåíåíèå ïðèâîäèò ê íåâåðíûì ðåçóëüòàòàì. Íà-
ïðèìåð, ïðè âû÷èñëåíèè ýòèì ñïîñîáîì êîððåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòè àòòðàê-
òîðà Ëîðåíöà ðàñõîæäåíèå ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ñ å¼ èñòèííûì çíà÷åíèåì
áûëî î÷åíü âåëèêî. Ïðè ýòîì ïðàêòè÷åñêè íå íàñòóïàëî âûðàæåííîå íàñûùå-
íèå êðèâîé D2(Demb). Òàêèì îáðàçîì, ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ðàáîòå ñ
ÝÝÃ çà÷àñòóþ âñ¼-òàêè åñòü ñìûñë âûáèðàòü ïðîñòî åäèíè÷íûé ëàã.

Ðàçìåð îêíà Òåéëåðà îïðåäåëÿåì èç ãðàôèêîâ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî
ðàçäåëåíèÿ, ïîñòðîåííûõ ïðè ïîìîùè ïðîãðàììû stp.exe (îïèñàíèå ýòîé ïðî-
öåäóðû � ñì. âûøå). Äëÿ ïîèñêà ïåðâîãî îáùåãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ñåìåé-
ñòâà êðèâûõ áûëà íàïèñàíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîãðàììà � getextr.exe.
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Ïîñêîëüêó ïðè ïîñòðîåíèè ãðàôèêîâ ïðîèçâîäèòñÿ âîññòàíîâëåíèå àòòðàê-
òîðà â ëàãîâîì ïðîñòðàíñòâå, äëÿ ýòîé ïðîöåäóðû íåîáõîäèìî çàäàòüñÿ âåëè-
÷èíàìè τ è Demb. Î÷åâèäíî, ÷òî âåëè÷èíà ëàãà äîëæíà áûòü òàêîé æå, êàê è
ïðè âû÷èñëåíèè ñîáñòâåííî D2. Ðàçìåðíîñòü ëàãîâîãî ïðîñòðàíñòâà äîëæíà
áûòü íåñêîëüêî áîëüøåé, ÷åì ïðåäïîëàãàåìàÿ ðàçìåðíîñòü âîññòàíîâëåííîãî
àòòðàêòîðà, è óæ òî÷íî, íå ìåíüøåé, ÷åì Demb ïðè âû÷èñëåíèè D2.

Â ýòîì ñëó÷àå áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ ëàãîâûõ ïàðàìåòðîâ áóäåò
êàê íà ðèñ. 10.

Ðèñ. 10. Âû÷èñëåíèå ëàãîâûõ ïàðàìåòðîâ τ è w (âåëè÷èíû ëàãà è ðàçìåðîâ îêíà Òåéëåðà) ïðè çàäàííîé

ðàçìåðíîñòè ëàãîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

Íàêîíåö, ïîñëåäíèé ïàðàìåòð, íåîáõîäèìûé äëÿ âû÷èñëåíèÿ D2 � ðàç-
ìåðíîñòü ëàãîâîãî ïðîñòðàíñòâà � ìîæíî âû÷èñëèòü ïðè ïîìîùè ïðîãðàììû
false_nearest.exe. Ëàãîâûå ïàðàìåòðû, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè
îïÿòü-òàêè ïðèíèìàþòñÿ òàêèìè æå, êàê ïðè âû÷èñëåíèè D2. Áëîê ñõåìà àë-
ãîðèòìà ïðèâåäåíà íà ðèñ. 11.

Ðèñ. 11. Àâòîìàòè÷åñêîå âû÷èñëåíèå âñåõ ëàãîâûõ ïàðàìåòðîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîððåëÿöèîííîé

ðàçìåðíîñòè âîññòàíîâëåííîãî àòòðàêòîðà.
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Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðîãðàììîé false_nearest.exe íåëüçÿ ïîëüçîâàòüñÿ ïðè
ïîñòðîåíèè ãðàôèêîâ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî ðàçäåëåíèÿ, òàê êàê ïîñëåä-
íèå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû w, êîòîðàÿ íåîáõîäèìà äëÿ ðà-
áîòû ïðîãðàììû, òî åñòü ïîëó÷èòñÿ çàìêíóòûé êðóã. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âû-
áîð ÷ðåçìåðíî áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ëàãîâîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ ýòèõ öåëåé
íå ñëèøêîì ñèëüíî èñêàæàåò ðåçóëüòàò. Âî âñÿêîì ñëó÷àå òàê ïîêàçàëè íàøè
âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ñ ñèãíàëàìè ÝÝÃ.

Ïðè îáðàáîòêå ÝÝÃ ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ðàçíûìè àëãîðèòìàìè: îò èñïîëü-
çîâàíèÿ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé àáñîëþòíî âñåõ ëàãîâûõ ïàðàìåòðîâ äî âû-
÷èñëåíèÿ âñåõ èõ çíà÷åíèé â àâòîìàòè÷åñêîì ðåæèìå. Íà íàø âçãëÿä åñòü îïðå-
äåë¼ííûé ðåçîí ïðîèçâîäèòü âû÷èñëåíèÿ ñ ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòüþ ëà-
ãîâîãî ïðîñòðàíñòâà Demb. Äåëî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ
ïðîãðàììå false_nearest.exe íå õâàòàåò êîëè÷åñòâà òî÷åê èñõîäíîãî ðÿäà, è íà
å¼ âûõîäå ïîÿâëÿþòñÿ íåâåðíûå ðåçóëüòàòû. Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå ôîðìàò
âûõîäíîãî ôàéëà òàêæå ñëåãêà ìåíÿåòñÿ, ÷òî íåäîïóñòèìî ïðè ïîñëåäîâàòåëü-
íîé àâòîìàòè÷åñêîé îáðàáîòêå ìàññèâà èñõîäíûõ äàííûõ. Ïðè ýòîì ìèíèìàëü-
íî íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî òî÷åê çàâèñèò íå òîëüêî îò òàêîãî ïàðàìåòðà, êàê
Demb, íî è îò îñîáåííîñòåé ñàìîãî ñèãíàëà. Ïîýòîìó ïðåäóãàäàòü ñáîè çàðàíåå
íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ òî÷êè çðåíèÿ èññëåäîâàíèÿ èçìåíåíèé â ïðåäåëàõ âû-
áîðêè âïîëíå ðåçîííî çàäàâàòüñÿ ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì Demb. Òàêîé ïîä-
õîä ïîçâîëÿåò èçáåãàòü àðòåôàêòíûõ ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé, ñîõðàíÿÿ èõ ðå-
ëåâàíòíîñòü.

Äàííûå ìåòîäû õîðîøî çàðåêîìåíäîâàëè ñåáÿ ïðè âû÷èñëåíèè êîððåëÿöè-
îííîé ðàçìåðíîñòè âîññòàíîâëåííîãî àòòðàêòîðà êëàññè÷åñêèõ õàîòè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ àòòðàêòîðà Ëîðåíöà áûëà ïîëó÷åíà âåëè÷èíà
2,063, à äëÿ àòòðàêòîðà Õåíîíà � 1,253 (ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ýòè àòòðàêòîðû èìåþò
ðàçìåðíîñòè 2,06 è 1,26 ñîîòâåòñòâåííî). Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü â àâòîìà-
òè÷åñêîì ðåæèìå, íî ñ ôèêñèðîâàííûì åäèíè÷íûì ëàãîì.

Çàêëþ÷åíèå

Ñïåêòð íåëèíåéíûõ õàðàêòåðèñòèê õàîòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ î÷åíü øèðîê è íå
èñ÷åðïûâàåòñÿ òåìè, ÷òî ïðèâåäåíû â íàñòîÿùåé ðàáîòå. Íî äàæå òå, êîòîðûå
çäåñü óïîìèíàþòñÿ, äàëåêî íå âñåãäà ïðèìåíÿþòñÿ â èññëåäîâàíèÿõ, ÷òî ñ íà-
øåé òî÷êè çðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óïóùåíèåì.

Â ñòàòüå óäåëåíî áîëüøîå âíèìàíèå âû÷èñëåíèþ êîððåëÿöèîííîé ðàçìåð-
íîñòè âîññòàíîâëåííîãî àòòðàêòîðà ÝÝÃ � D2 � ïðè ïîìîùè ïàêåòà ïðîãðàìì
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TISEAN. Îäíàêî, ïîñêîëüêó äàííàÿ ñòàòüÿ íå ïîñâÿùàëàñü äàííîìó ïàêåòó
êàê òàêîâîìó, â íåé íå îòðàæåíû âñå åãî âîçìîæíîñòè (íàïðèìåð, íåëèíåéíàÿ
ôèëüòðàöèÿ øóìà è ìíîãîå äðóãîå).

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî íå âñå ïðè¼ìû, îïèñàííûå â ñòàòüå, èìåþò ñòðîãóþ
äîêàçàòåëüíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ áàçó, ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ìíîãèõ èç íèõ
äàëî âåñüìà íåïëîõèå ðåçóëüòàòû ïðè àíàëèçå ÝÝÃ [34, 35, 36].

Äîïîëíèòåëüíûå ïðîãðàììû-óòèëèòû äîñòóïíû íà ñàéòå â ñåòè Èíòåðíåò:
<http://mekler.narod.ru/science/chaos.htm>.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü çàâ. ó÷åáíîé ëàáîðàòîðèåé ïñèõîôèçèîëî-
ãèè ô-òà ïñèõîëîãèè ÑÏáÃÓ Ãîðáóíîâó È.À. è âåäóùåìó èíæåíåðó ÈÌ× ÐÀÍ
Ñîëîâü¼âîé Ì.Ë., íàïèñàâøèì ïðîãðàììíûé êîä äëÿ âñåãî âñïîìîãàòåëüíîãî
ÏÎ, à òàêæå âåäóùåìó íàó÷íîìó ñîòðóäíèêó ÈÌ× ÐÀÍ Äàíüêî Ñ.Ã., îêàçàâøå-
ìó îðãàíèçàöèîííóþ ïîääåðæêó äàííîé ðàáîòû.

Resume

Applications of the methods of nonlinear dynamical systems analysis for EEG
signal processing, by A.A. Mekler.

Different methods of analysis of chaotic processes are described. Description of calculating
of correlation dimension is provided in details. Attention is focused on processing of �nite and
noisy data sets - human EEG. Methods, which are helpful for work with such kind of data, are
described, namely - Theiler window, Takens-Theiler estimator, Gaussian kernel correlation integral
and some other. Also, there are provided some methods of automation of calculations. All methods
of calculation are described regarding the speci�cs of EEG. Algorithms, that are described here, are
designed for work with TISEAN software package. All additional software, which was developed for
automating, is available at <http://mekler.narod.ru/science/chaos.htm>. Article is aimed to be helpful
for investigators, whose interests are lying in the sphere of neurosciences. However it may be useful
for other scientists, whose work is related to nonlinear analysis of time series and who have deal
with processing of large amount of data.
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